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1. YBog,
1.1. VYnuTu Hajg CTaTUYKUM HU30BHUMa

llwb oBor pajza je ymo3HaBame ca CTPyKTypaMa Koje omoryhaBajy edukacHo
M3payyHaBame Pa3/IMYUTHUX YIUTA HaJ WHTepBaMMa. Kpos HapegHu npumep
BUJeheMo HeKe TexHHMKe 3a U3payyHaBakhe pe3y/lTaTa yIUTa HaJ CTATHYKAM
HM30BMMA, Tj. HaJ, HU30BMMA Yy KOjUMa He J0Jla3d A0 MpOMeHa y TOKy pellaBama
ynuta. OBe TexHHKe Cy HMHTYUTHBHUje, jeHOCTaBHMje Cy U 3a pa3yMeBame U 3a
VIMIUIEMEHTALMjY OZ, OHUX KOje ce KOpHCTe Ko cerMeHTHOr U PeHBHKOBOr cTabia,
aJIv je W HUXOBa NMPHMEHA BeOMa OrpaHHYeHa, Ma heMo, HAaKOH youyaBamwa HHUXOBUX
HEeJI0CTATaKa, CXBATUTH NMOTPeOy 3a yBohere KOMIUIEKCHHUjUX CTPYKTYpa.

[Ipumep: (a) Hexka je mat Hus a4, a,, ..., a, ¥ Q ynura y Kojuma Tpeba uspadyHaTH CyMy
eJleMeHaTa U3 JAaTOT HMU3a KOjU Ce Hajla3e Ha MO3UIlMjaMa U3 MHTepBana [l,r].

ajqy . Qi

(6) Heka je mata matpuma | -+ = - | u Q ynura y KojuMa Tpeba HU3padyHATH
An1 - Opm

CyMy ejleMeHaTa KOjU Ce Hajla3e yHyTap NpaBOyraoHHMKa 4uje TOpHe JIeBO TeMe HMMa

KoopauHaTe (Xq,Y1), a AOme AecHO (X3, V,).

(B) Heka je mar HuUB aq,4ay,..,a, 1 Q ynura y Kojuma Tpeba M3pavyHATH MHUHHUMYM
e/leMeHaTa U3 JaTOT HMU3a KOjU Cce Hajla3e Ha Mo3uLMjaMa U3 uHTepBana [[,r].

Peweme: (a) HajouursnenHuje pelieme je TMpoa3ak Kpo3 eeMeHTe HH3a Ha
nosuiMjamMa u3 uHTepBana [[,r]. Y 3aBUCHOCTH O BeTMYMHe HU3a U Opoja yImuTa, OBO
pelerbe MOXke OMTH BeoMa HeeduKacHO (BpemeHCKa cioxeHocT je O(NQ)). 3amarak
MOXXeMO pelIMTH KopuirheweM npedUKCHUX cyma. YBeJUMO HU3 P, y KOM he ce Ha
NO3WLIMjK [ YyBaTHM CyMa CBUX ejleMeHaTa HU3a a 4uja mno3uuuja Huje Beha of i

(p; = jill a;). BpegHocTn HM3a p MOXeMO M3padyHaTH y cioxeHocta O(N) momohy

dbopmyne p; =p;_1 +a;. Kopucrehu HuM3 p pesynrar cBakor ymura Hama3uMo Yy
cnoxxeHoctu O(1) momohy dopmyne res = p, —p;_1, Ma je YKyImHA CJIOXKEHOCT OBOT
pewema O(N + Q).

(6) Texuuka TpePpUKCHUX CyMa MOXKE C€ MPUMEHUTH U Ha BHUII€IUMEH3UWOHATHE
A _ Zisx,jsy

HU30Be. K0 HU3 p paebuHMIIEMO NpeKo ¢opmyne p,, = i=1j=1Qij, OHIA

BPeJHOCTH HH3a P MOXeMO u3padyyHatu y ciaokeHoctu O(NM) momohy dopwmysie

Dxy = Px-1,y + Pxy-1 — Px-1y-1+ Axy. Pe3ynTar cBakor ymura HazasumMo Yy

cnoxeroctr 0(1) momohy dopmyrne res = pyzy2 — Prz,y1-1 — Pxi-1y2 T Pxi-1y1-1, 1A

je yKymnHa caoxeHoct O(NM + Q).

(B) Mzejy ca mpedpuKCHUM cymama OBJie HE MOXXEMO MPHUMEHUTH Y HeHOM OCHOBHOM
06uKy 360r ciegeher: ako je min(1,l) = min(1,r) (npu vyemy je min(x,y) BpegHOCT
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HajMamer eleMeHTa HM3a Ca MO3HuliMja U3 MHTepBana [x,y]), momohy Tako KpeupaHe
CTPYKTYpe He MOXeMO NOOWTH TadaH pe3yiaTar 3a ynut min(l,r). 3axkmydyjemo ha
NPUIMKOM H3padvyHaBawa ynurta min(l,7) He cmemo Kopuctuth Mehypesynrare 3a
WHTEepBaJie YMjH ce Ne/I0BU Hajla3e BaH uHTepBaia [l,r]. lakie, moTpe6GHO je KpenpaTu
CTPYKTYpPy Koja he 4yyBatm [OBO/BHO MeljypesyinraTta Tako Ja oJroBapame Ha YIIUTe
min(l,r) Oyme edukacHo, a [ga NpPU TOM U MEMOPHjCKA CJIOXKEHOCT Oyze
3amoBosbaBajyha. IlpBo, mpuMmeTnMo Ja je 3a cBaKy MO3HULHjy MOTPeGHO YyBaTH IO
HeKH! pe3y/TaT MHTepBaja YHja je jieBa I'PaHULQ YIIPAaBO Ta MO3UILHja, Ka0 U MO HEeKU
pe3yJ/ITaT MHTepBaJia YHja je JecHa TPAHUILA Ta MO3UIMjA, KaKo O6McMo omoryhumu na
ce MpU M3pavyyHaBamy He uzahe w3 s3azator uHTepBana [l,r]. Kpurepujym 3a usbop
vMHTepBasa uyuje hemo pesynrate yyBaTt O Tpebano Ja 3a CBaKy MO3ULHjy Oyne
PUOIMHKHO UCTH, KaKO OU U Y HAjTOpeM C/Iy4ajy pelierme 61mto epuKacHO.

[MocmaTtpajmo unTepBase ayxuHe d = 2%, 3a cBaky nmo3uIujy p 4yBamo pesysrare CBUX
uHTepBazna o6nuka [p,p + 2%). Osmaunmo Te pesynrare ca st[p][k]. Kaxo je xog
orepalnje MHUHHUMYM [I03BOJ/bEHO TMpeKJanate HHTepBana, min(l,r) jegHoCTaBHO
MoxxemMo Hahu mperparom ykymHo 2 enemeHnTa Hu3a st. Heka je s[g] = 29 HajBehu
CTelleH [IBOjKe KOju Huje Behu off myXMHe 33JaTor UHTepBaia, 1j. g = log,(r — [ + 1).
Tpaxenu pesynrar je jegHak wmuHumMymy cienehe nBe BpegHocTu: st[l][g] wu
st[r —s[g] + 1][g]. Memopujcka crnoxxenoct pemera je O(Nlog, N) u BpemeHcCKa
CJIOKEHOCT TIPEKAJNIKy/Malkja, Tj. padyHama BpPEJHOCTH ejleMeHaTa MaTpuie St je
O(N log, N) (camo je motrpe6HO mohu of uHTepBana ayxute 1, uhu pemom ka Behum
WHTEpPBA/IMMAa M MATpPHIly MoMymaBatu momohy dopmyne st[p]lk] = min(st[p][k —
1], st[p + s[k — 1]][k — 1]). BpemeHCKa CJIO)XEHOCT H3pavyHaBawa CBAKOI YIIHTA je
0(1), nma je yKymHa BpeMeHcKa coxeHocT peiewa O (N log, N + Q).

OBa cTpyKTypa ce y IuTepaTypH Ha3uBa sparse table v npumeH/pUBa je 3a yIUTe Haf
CTAaTMYKMM HU30BHMaA Ca OIepalijamMma KoJ, KOjHuX ,lIpeK/aname HHTepBaia“ He JOBOLU
no mpomeHe pesynrata (mMuHuMyMm, MmakcumyMm, AND, OR, Hajsehu 3ajesHuuku
Ienviall, HajMamM 33jeSHUYKU cafpkainal...). CTpyKTypa MOAp)KaBa U pellaBarbe
yIMTa ca JPYTHMM oOIlepaliijaMa IOMyT cabupama W MHOXeHa, ali je BpeMeHCKa
cnoxeHocT o6paze cakor yruta O (log, N).

MojkeMo joll ¥ MPUMETHUTH Jla CMO YMECTO KPHUTEpHjyMa Jja Ay)KMHe MHTepBaia Oyay
CTeTNeH! [BOjKe, MOT/IA OJabpaTH M HEKH [PYTHM KPHUTEPHjyM. AKO IMMOCMATPaMoO
cTerieHe HeKOr Opoja x > 2, yMarbruheMo MEMOPH)jCKY C/IOKEHOCT HEKOJIMKO IMyTa, LITO
HeKaJ, MOXKe OUTH 3Ha4ajHO C 0O3UPOM Ha TO Jia je MEMOPHUjCKa CJIOXKEHOCT 3a sparse
table mprM4HO BenMKa, a 3a 00paZly CBAKOr ymWTa NMOTpeGHO je mpoHahu TayHO X
BpeHOCTU U3 MaTpHLe, 11a IpeMa TOMe MOXXEMO MeHaTH X Y 3aBUCHOCTH OJf, TOra 1ITa
HaM je MPUOPUTET y KOHKpeTHOM Mpobiiemy. C Apyre cTpaHe, MOXXEMO YMECTO CTeleHa
HeKor O6poja ofabpaTy U HEKH CKPO3 JPYrayrjyu KPUTEPHUjYM U JOOUTH CTPYKTYpe Koje
Cy TIPUMeH/bUBE Y PA3/IMYUTHUM Kjlacama npobiema. Ha nmpumep, ako Hu3 gyxuHe N



NoJle/IMMO Ha HHTepBasie AOyxmHa VN, omoryhaBamo wu3padyHaBame pa3IUIUTHUX

yIIMTa HaJ, uHTepBaiuMa y ciaoxeHoctu 0 (vVN) momohy Moosor anropurMa.

Kao mwto BuauMoO, nocToje pasHU aJrOPUTMU U CTPYKType 3a pellaBame YNUTA Haj,
VHTepBa/IMMA. 3ajeJHUYKO 3a MPETXOAHO OIMCaHe CTPYKTYype jecTe YMIbeHHMIA /A He
MO/IP)KaBajy U3MeHe OCHOBHMX HM30BA HaZ, KOjUMa Cy KpeupaHe, Tj. 6eCMHUC/IEHO UX je
KOPDUCTUTHU Yy TAaKBUM CHUTYyalldjaMa jep je MPaKTU4YHO 3a CBaKy U3MeHy HeOIXOJHO
NOHOBO mpohM KpoO3 BeNMWKH [eo Te CTPyKType. Y oOBoM pany O6aBuhemo ce
CTPyKTypaMa Koje TOAp)XaBajy M YINUTe H3MeHe Ccafp)Xaja HU30BAa M YIIHUTe
M3pavyyHaBama pe3y/lTaTa HAKOH TUx u3MeHa. Omepaiyje Koje NOAPXKaBajy Te
CTPYKType Cy YIJIaBHOM OHe KOje Cy pa3maTpaHe U Kpo3 yBogHu mpumep. [IpBo hemo
ce 6aBUTH mMpobGIEMHUMA Ca jeSHOAMMEH3WOHANHWM HH30BMMa, a 3aTUM hemo
MPOLIMPUTH KJIACy MpobjeMa Ha ABOAMMEH3HMOHA/IHE HU30Be, HAKOH 4era he Outu
peyH 1 O OMILTEM C/Iy4ajy, N-TUMEeH3MOHATHUM HU30BUMa.

Kako y caBpemeHOM cCBeTy BeoMa 4YeCTO IOCTOjU MOTpeba 3a WTO ePUKACHUjUM
QXypHpameM BeJMKOr Opoja MOJAaTaka, 3HA4Yaj OBUX CTPYKTYpa je BENIUKUA jep Cy
yIIpaBO OHe Y OCHOBM MHOTHX CHCTeMa 3a yrpaB/bake 6azaMa nmojgaraka v omoryhasajy
Op30 ¥ MPeLM3HO HaJla)Kekhe TPAKEHUX pe3y/ITaTa, Kao ¥ BUXOBY u3MeHy. OcuM Tora,
IIpOHa/Ia3aK OBHX CTPYKTypa M HBHXOBO Jaj/bé MUCTPAKUBAME Cy CBAKAKO IOCIY)XHIU
Kao MHCIHMPALMja U HAeja 32 Kperpamwe U APYryux HalpeJHUjUX CTPYKTYpa, ma je 360r
TOTa pa3yMeBame OBHX CTPYKTypa KOPHMCHO 3a CBAaKOT KO ce 6aBU INpOyYaBameM
aJIropUTaMa U CTPYKTypa nojaTtaka. PasymeBame omiirer n-AMMeH3HOHAIHOT Cy4aja
omoryhaBa pelaBambe U ONTHUMHU3ALHjy MHOTHX MpobjieMa y 06/acTMa Kao IITO CY
reorpadpcku MHPOPMALIMOHU CUCTEMH, 00PaZia C/IMKA U BHU€0-3aIHCa...



2. CermeHTHO cTab10
2.1. CrpyKTypa M UMIUIeMeHTauuja

CerMeHTHO cTabJI0 je CTPYKTypa Koja 4yBa MH$OpMaLMje O MojeAMHUM HMHTepBaIruMa
noMohy Kojux ce epuKacHUje U3BPLIABAjy PAa3/IMYUTE BPCTE YIIMTA HAJ, IPOU3BO/HBHUM
VMHTepBa/iMMa, YK/bydyjyhu U ymuTte y KojuMa ce Memwa M caM caApikaj crabna. To je
O6MHApHO €Tab/I0 y KOM CBaKHU YBOP CAZPXKU pe3y/lTaT Olepalyje peajn30BaHe Haf,
cBOja aBa gerera. Onepaiiyje Koje MoApKaBa CerMeHTHO CTab/Io Mopajy 6uTu GUHApHe,
acouyjaTUBHe U 3aTBOPEHe y CKYITy HaJ, KOjUM ce U3BpIlIaBajy. [loxxemHO je Aa mocroju
¥ oAroBapajyhu HeyTpa/iHU e/leMeHT 3a OrepaLyjy Koja ce U3BPILaBa Ha TOM CKYITy jep
TO Yy HEKMM C/Iy4ajeBUMa OJIaKLIaBa MMIUIeMeHTauujy Hekux ¢yHkuuja. Heke of
omepanyja Koje TOAp)KaBa OCHOBHA HMIUIEMEHTAllMja CerMeHTHOr crabiaa cy:
cabupamwe, MHOXeHbe, MUHUMYM, MaKCUMYM, HajBehu 33ajeJHUYKM Jenuial, HajMawku
3ajelHUYKHU caJip)Kaall,...

JlucToBU cerMeHTHOr cTabjia Ccy BPeIHOCTU ejleMeHaTa IMOJIA3HOT HHU3a HaZ KOjUM ce
¢dopmupa crabno. Pogutess fBa /vcTa cafpyKul pe3yiTaT omepanyje Kojy MoJApyKaBa
cTab0, U3BpLIEHe HaZ TUM nHcToBUMA. KopeH crabia 4yBa pe3yiTaT Te ornepanyje
V3BpIIeHe HaJ, CBUM ejleMeHTHMMa Hu3a. Heka mosa3HM HU3 MMa N ejeMeHaTa, a
Tpa)keHa omnepanuja je cabupamwe. KopeH cTabna cafpxu cymMy CBUX ejlleMeHaTa HHM3a
yuje cy mosunuje u3 uHTepBasa [0,n — 1]. JexHo mweroBo gere (y HacTaBKy hemo ra
3BaTH JIEBO) CAJPXKU CyMY €j/leMeHaTa IMOJIa3HOT HU3a 4YHje Cy TMO3HUIHje U3 MHTepBaja
[0, (n—1)/2], a mpyro gere (mecHO) cyMy e/leMeHAaTa 4Yuje Cy MO3HILMje U3 WHTepBaia
[(n—1)/2 4+ 1,n— 1]. CBe gOK YBOp CaAP)KK Pe3y/ITAT 3a BUILIE OJ jeJHOT eJeMeHTa,
npoimpuhemo ra Tako uro hemo My gomaTy ABoje Aelie MpU 4YeMy he HEroBo JI€BO
JeTe 4yBaTH MHPOPMALIHMjY O JIeBOj MTOJIOBUHY MHTEPBAJIA 3a KOjH je Taj YBOP 3aJY)KeH,
a JleCHO JeTe 3a JIeCcHY MOJIOBUHY TOT MHTepBaia. Ha cimum je mpukasaHa CTpyKTypa U

CaZIPIKaj jeIHOT TaKBOT cTaba.

Cauxa 1: Humepsanu 3a kKoje cy 3adyxceHu 480posuU ceeMeHmMHo2 cmabaa



Mako Ha npBu Norjes MOXJa He Jejlyje TaKo, 32 UMIJIeMeHTal1jy OBaKO IMOCTaB/beHOT
CerMeHTHOT cTabia JOBO/bAH je jelaH HU3, YIIPKOC TOME LITO HEe MOXeMO JHUPEKTHO,
CaMoO Ha OCHOBY MHJEKCa YBOPA, OAPEAMTH KOJIMKO Jele Taj uBop uma (0 uau 2) u 3a
KOj WHTepBaj je 3amykeH. Heka KopeH crabGia mMma wHAeKc 1, a gena 4yBopa ca
WHZIEKCOM [ UMajy uHzaekce 2i u 2i + 1 (KOHKpeTHO, 32 OBaj HAYMH WUMIUIEMEHTALH]e,
He NMPaBU HUKAKBY Pa3/lUKy ja nu he nHAeKkc KopeHa 6uTH 1, a MHIEKCH Jelle YyBopa i
6utu 2i v 2i + 1, wiu uHaekc kopeHa 0, a uHAekcu Jeue 2i + 1 u 2i + 2, anu je yser
vHaeKC 1 1a 6U ce MHIEKCH TOKJIATa/K Ca APYTUM HA4MHOM MMIUIEMEHTalje, Koju he
6utn o6jaumeH KacHuje). Cama je moryhe kpeupatu crabno momohy cregehe
peKyp3uBHe QYHKIIHje KOjy TO3UBaMO ca MMOYeTHUM BpegHocTtuma create(1,0, n — 1).

void create(int ind, int 1, int r) {

if (1 ==1r) {
segtree[ind] = a[l];
return;

}

create(ind * 2, 1, (1L +r) / 2);
create(ind * 2 + 1, (L+r) / 2+ 1, r);
segtree[ind] = segtree[ind * 2] + segtree[ind * 2 + 17;

}

BpemeHCKa C/10’)KeHOCT Kperpama CerMeHTHOT cTabsia Ha 0Baj HauuH je 0(n), ZOK OBO
cTabmo y cebu caapxy HajBuure 2n — 1 yBopoBa. MeljyTuM, MaKCMMaTHU HHAEKC
HEKOI' YBOpa y OBOM CTaGiay Moxke O6utu Behu on 2n — 1 mpu OBaKBOM HAYMHY
umruieMenTanyje (qox he Heku uHAEKCH GUTH HeMCKOpUITheH ).

CnuvYHUM peKyp3uBHUM QYHKIIMjaMa MOXXEMO U3BPIIUTH U3PavyHaBake pe3y/TaTa Ha
HEKOM WHTepBany (y HameM 1y4ajy wu3padyHaBama 30Mpa) U aXypuUpama
NojeJUHAYHUX e/leMeHaTa y Husy (y HalleM CIy4ajy Ao/iaBatba BPEIHOCTH X TOM
enemenTy). He 3a6opaBumo Jja HUje 10BO/bHO camo npoHahu u uamMeHuTH UCT cTabia
KOjU OJroBapa e/leMeHTy HU3a YHjy BPeAHOCT MemaMo, Beh je moTpeOHO U U3MEHUTH
BPeJHOCT CBHUX HEroBHX IMpeaaKa. YMPaBO TAaKBAa HM3MeHa Cafip)kaja cTabia Ham
omoryhaBa epuKacHO oAroBapame Ha ymuTe 32 M3padyyHaBarbe pe3y/iTaTa Ha HEKOM
VHTepBajy. Y HACTaBKy je MPHUKa3aHa UMIJIEMEHTAIIMja IoMeHyTe Be GpyHKIUHje.

long long getsum(int ind, int 1, int r, int gql, int qr) {
if (gl <=1 && qr >=r)
return segtree[ind];
return getsum(ind * 2, 1, (1 + r) / 2, ql, qgr)
+ getsum(ind * 2 + 1, (L+r) / 2+ 1, r, ql, gr);

}

void update(int ind, int 1, int r, int pos, long long val) {
if (pos<l || pos>r) return;
segtree[ind] += val;
if (1 !=r)

update(ind * 2, 1, (L + r) / 2, pos, val),
update(ind * 2 + 1, (L +r) / 2 + 1, r, pos, val);




OBaKBO NMpHKa3uBambe CerMeHTHUX CTabasa, MaKo y MOTIYHOCTH MOXe Jja OATrOBOPHU
CBUM 3aXTeBHMMaA, HUje Oall HAajlIOroAHUje MPWINKOM caMe UMIUIEMeHTauuje. JeauHu
HayuH 73 goheMo 0 HeKOr KOHKPETHOT JIMCTAa WJIM JAPYror WHTepBasa KOjU Hac
3aHMMa je Aa mohemo o KOpeHa M [eJIMMO WHTepBasle JOK He noheMo 10 TpaXXeHOr.
MebhyTum, aHanm3upajMo cTabio Koje je KpeupaHO HajJ, HU30M Koju mma n = 2P
e/leMeHaTa. JeTHO TaKBO CTabJI0 MPUKa3aHO je U Ha cyiefehoj cauiy.
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Cauxa 2: Ceemenmuo cma6.210 ¢popmuparo Had Hu3om Koju uma n = 2P enemenama

[Ipumernmo cnenehe: ako je KopeH crabGsa WHAEKCHMpaH of, 1, cBaka reHepanuja
yBopoBa he OMTH MHJEKCHMpaHA TaKO Jja YBOP KOjU CAZP)KHU Pe3yITaT 3a MHTEepPBa ca
HajMakbUM IpaHMIIAMa UMA UHIEKC KOjH je jeZITHaK HEKOM CTeleHy /IBOjKe (MpelusHuje,
CTeleHy /IBOjKe KOjU OAroBapa peJHOM Gpojy reHepanyje KoM npumazja 1aj ysop). Kako
y OBaKBOM CTa0JIy Ma TayHO N — 1 YBOPOBA KOjU HHUCY IMCTOBH, & He MTOCTOje UH/IEKCH
KOjU Ce He KOPWCTe W IMpeckady (jep CBakM YBOP KOjU HHje JTUCT MMa TAa4yHO ABOje
mere), 3HaMo 71a he efleMeHTy ca MHAEKCOM i M3 HU3a HaJ KOjuM ce ¢popmupa cTabiio, y
cTabTy OAroBapaTH JIMCT KOjU UMa MHZAEKC n + i. OBO y 3Ha4ajHOj MepH OJIaKIIaBa U
Kpeupatbe cTabJia, Koje ce BUILE He MOpa 00aB/baTH peKyp3uBHO, Beh ureparusno (amu
006aBe3HO o7 Behux nHAeKca crabia Ka MabuM).

vector<long long> create(vector<long long> a) {
int n = a.size();
int N = pow(2, (int)log2(n - 1) + 1);
vector<long long> segtree(2 * N);
for (int i = 0; i < n; i++)
segtree[N + i] = a[i];
for (int i = n; i < N; i++)
segtree[N + i] = 0;
for (int i =N-1; i > @; i--)
segtree[i] = segtree[i * 2] + segtree[i * 2 + 1];
return segtree;




Mnak, HajBeha mpegHOCT OBaKBOT NMpHKa3MBama cTabia je MmoryhHoCT M3padyHaBamwa
pe3y/TaTa U M3MeHe BPeJHOCTU Mosadehu Of, TMCTOBAa Ka KOPeHY, Kao U yHampez
IIO3HaTe TMO3MLMje 4YBOPOBA KOjU 4YYyBajy Ppe3yaTaT HWHTepBajia KOjU HAacC 3aHHUMaA.
HapaBHo, oBa cTabma ce y mpakcu MHOro 4eirhe KOPHCTe jep Cy jeJHOCTaBHHja U 3a
pasyMeBame M 3a HMIUIEMEHTALWjy W TpPYXKajy BHIle MOryhHOcTH, a Kajza Opoj
e/leMeHaTa HH3a HHje jeJHaK HeKOM CTelleHYy [BOjKe, jeJHOCTaBHO C€ OCTAaTaK HM3a
JOTYHH 10 TIPBOT HapeIHOT CTeleHa JBOjKe oAroBapajyhuM HeyTpasiom 3a omepanujy
KOjy TO cTabJ/10 OAPIKABA. JacHO je, a M ca CJIMKe Ce jeTHOCTABHO MOXXe 3aK/bYYHTH, JIa
je BpeMeHCKa CJIOKEHOCT yIHTAa U3MeHe ejleMeHaTa M M3padyHaBarma pes3y/ITaTa Ha
uaTepBany O(log, N).

long long getsum(int 1, int r) {
long long sum = O;
1 += segtree.size() / 2, r += segtree.size() / 2;
while (1 <= r) {
if (1 % 2 == 1) sum += segtree[l++];
if (r % 2 == @) sum += segtree[r--];
1 /=2, r /= 2;
}
return sum;
}
void update(int pos, int val) {
pos += segtree.size() / 2;
while (pos > 0) {
segtree[pos] += val;
pos /= 2;

[IpeTxomHe pABe UWMIUIEMeHTallWje TPHUKa3yjy CerMeHTHO cTabmo Ha
MMIUTMIUTaH HaunH. HajBehn Opoj mpo6iema ce MOXXe pelInTH MPUMEHOM HEKOT Of
THUX HA4YMHA, KOjU Cy TOTOBO €KBUBAJIEHTHH, 1A U300 3aBUCH WCKJ/BYYMBO OJ] TOTA KOjU
HAa4MH je HeKOMe jeJHOCTAaBHUjU 3a pasdyMmeBame. OcCTasio je Ja ClIOMeHeMO joll jelaH
HaYMH UMIUIEMEeHTaluje, Koju ce pelje KOPUCTH, all M Te KAaKO UMa CBOjy IPUMEHY y
oxpehenom ckymy mpo6Giiema. Pe4y je 0 eKCIUTMIUTHOM CEerMEHTHOM CTabjy rze je
POAVTE/CKU YBOpP IOBE3aH ca JeloM AupeKkTHo. [IpenusHuje, cBaku 4YBOp 4YyBa
MOKa3MBay Ha CBOje JIeBO JleTe M MOKa3uBay Ha CBOje JeCHO JeTe. YKOIMKO HeKO JieTe
He TIOCTOju y cTabsy, Ha MeCcTy mpeaBuUheHOM 3a era he y MeMopuju CTajaTu
BpegHoct NULL. CrienmjaziHo, CBakd YBOp MOXe€ YyBaTHM M IOKa3WBa4d Ha CBOT
poJuTe/ba, YKOMHUKO Yy 33JaToM mnpobiemMy Ta wHPOpMaLMja MOKe OUTH KOPHCHA.
[lpumehyjeMo 1a OBakBMM MNPHUCTYIIOM CerMEHTHO CTab/I0 MOXXEMO 3Ha4ajHO
M3MEeHUTH Y NPWIArOJUTH KOHKPETHOM 3axTeBy, Ila TaKO MOXXe€MO KpeupaTH [JOCTa
Apyradyuvje CTPyKType MOMOhy KOjUX Ce MOTy peliaBaTH NpoGjieMH Koje HHUje GUIIOo
Moryhe peluTH CTaHAAPIHOM UMIUIMIUTHOM MMIUIEMEHTALIMjOM CETMEHTHOTr cTaba.
JenHa on Haj3HA4YajHUjUX MPHUMEHA OBOTI HAaYMHA MMIUIeMeHTaunuje 6uhe mpuKasaHa

HeLITO KacHHje Kpo3 MpUMep.



2.2. Ilpumepun

[pumep 1: /laT je 6GeckoHayaH HU3 MpUpOAHUX OpojeBa 1,2,3... Hag Huzom je moryhe
M3BPIUUTU omepauyjy swap(a, b), IPUWIMKOM KOje eJleMeHT Ha MO3ULMju a gobuja
BPEAHOCT ejileMeHTa ca MO3WIMje b U eleMeHT ca mo3vuuje b mo6uja BpegHOCT
efleMeHTa ca nosuiyje a. Hahu 6poj nuBepsuja y Hu3y nobujeHom HakoH N omepaiuja
swap. Ilox naBep3ujom ce mogpasymena nap (i, j) 3a Koju Baxku i < j u x[i] > x[j].

Pemewe 1: [lowrto OpojeBu a u b Mory OWTH BeNIWKH, HU3BpIIMheMO TeXHHKY
KOMIIpecHje HU3a Koja je 4ecTo 3aCTyIl/beHa W BPJI0O KOPUCHA Y MHOTUM Ipo0ieMUMa
y KOjHMa ce KOPUCTH CErMEeHTHO CTabJio U cindHe cTpyKType. CBe eemeHTe HU3a (6e3
MIOHAB/bAMbA) HAJ, KOjuMa Tpeba MpuMeHHUTH omepauujy swap(a, b) Tpeba ybauutu y
Hu3 C. HakoH coptupama HHU3a C, MO3UIMja HEKOT ejJleMeHTa y TOM Hu3y he game y
33/IaTKy jegHO3HA4YHO oapehuBaTh Taj enemeHTt, Tj. ymecto BpegHocTu C[i] MOXXEMO
KOPHUCTHUTH [, a TIO3UIYjy HeKe BPeAHOCTH X y HU3Y C jeAHOCTAaBHO Hasa3uMo rnomohy
OuHapHe nperpare.

Capa ce Hag xonujoM Hu3a C, KOjU Caip>KU MHJEKCe, jeTHOCTaBHO U3BPILIAaBajy
onepanyje swap(a, b), perom KojuM cy 3azaTe, U Jobujamo pe3yntyjyhu HU3 MHIEKca
R. TlpeGpojaBameM HHBep3Wja y KpajibeM HH3y U nopehemem uHzekca u3 R ca
IUXOBUM TIpaBuM BpeaHoctuMa u3 C gobujamo pesynrar. Heka je R[i] = j. [lake, j je
novyeTHa nosunyja enemenTa C[j], a | merosa TpeHyTHa no3unyja y Hu3y R. Mcmopep,
enemeHnTa ca BpegHourhy C[j] ce y Kpajiwem HU3y Hanase enemeHTH of 1 go Cli] — 1,
ocum enemenarta C[1],C[2]..C[i — 1], ymecTto KOjuX Cy Ty ejeMEeHTH CKyma S =
{C[R[1]], ...C[R[i — 1]]}. TToTpe6HO je M3pauyHATH KONHKO Off THX ereMeHaTa Cy Behu
on C[j]. Axo je j < i, 6poj TakBux enemeHara BaH ckyma S je C[i] —C[j]— (i —j). Y
CYIIPOTHOM, TaKBHMX e/leMeHaTa HeMa, aJId Y TOM CJIy4ajy Tpeba mpebOpojaTu eeMeHTe
Koju cy mamu of C[j], a Behu ox C[i] u He Hamaze ce y C. bbux uma C[j] — C[i] —
G —=1.

3a mpeOpojaBame enemeHarta ckyma S koju cy Behm om C[j] xopuctuhemo
cerMeHTHO cTa6no. Kako je Hu3 C coprupaH, nmpobieM ce CBOAM Ha INpebOpojaBame
enemenata us [ = {R[1],R[2] ...R[i — 1]} xoju cy Behu op j. [lpu y6aiuBamy cBakor
HOBOT e/IeMeHTa X Y CKyT [ a)Kyprpamo cerMeHTHO cTabJIo AofaBamkeM BpegHOCTH 1 Ha
No3ULMjy X. Y CBaKOM KOpaKy Opoj ejleMeHaTa MamwHX Of j Ha/la3WMO Kao pellere
ynuTa 3a cymy Hag uHtepBasiom (0, — 1).

Ilpumep 2: Heka je mato N mpcreHoBa Nmpu 4Yemy [-TH NIPCTEH MMa YHYTpallbH
NpEeYHUK @;, CIO/bAlllbMl NpeYyHUK b; u Bucuny h;. Kopucrehu pate mnpcreHose
U3rpajyuTH KyJy MaKCHMMaJjlHe BUCHHe IIPU YeMy BaXKU Ja IPCTeH j MOXXe CTajaTy Ha
TPCTEHY [ CaMO aKoO je UCIYHeHOo a; < bj < b;.

Pememwe 2: KipyyHo muTame Koje Tpeba NMOCTAaBUTH Y OBOM NPOOG/IEMy je KOJHKA je
MaKCHMaJIHa BUCHMHA HeKe KyJle Y uMjeM ce MOAHOX]jy Haja3u npcreH . Ha npcreny i,
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MOTy CTQjaTH CaMO IPCTEHOBM YMjU CIIOJ/bAllllbH MPEYHUK MCIyHaBa HejeJHAKOCT U3
yC/IoBa 3aZiaTKa, IMAa MaKCMMATHY BHCHHY IIOCTIDKEMO aKO Off TIPCTEHOBA KOjU
VICITyHaBajy Taj yCJIOB ofabepeMo OHaj 4Wja je Ky/la MaKCHMMajiHe BHUCHHE aKO ce OH
Hazma3u y mnoaHoxjy. [lakme, mohu hemo oz mnpcTeHOBa HajMamer CHOJ/baLIbET
Ipe4yHUKa. HakoH 1ITO UCKOPUCTUMO HeKHU MPCTeH, Tj. CTaBUMO ra y MOJHOXje KyJie,
IerOB YHYTpAIllbH IMPEYHUK BHIe HEMa HUKAKBy yory. [Ipe Tora, morpe6HO HaM je
na wHTepBan [a; + 1,b;] 6yme wro Behu, ma hemo mpcreHOBe jeJHAKOT CITO/HALIHHET
IIpeYHUKA COPTUPATH y HeomajajyheM nopeTKy 1o ’BbUXOBOM YHYTPAIFheM PEeYHHUKY.

Youumo u ga he ce, ox mpcTeHOBa KOju MMAjy jeAHAK CIOJbALIbU MPEYHUK, Y
KyJIl MaKCHMaj/iHe BMCHHe HaJa3WTH WIW CBU WiM HUjegaH. M3 Tor passora y
CErMEHTHOM CTab/ly MOXXeMO 4YyBaTU TPEHYTHe pe3y/ITaTe 3a MaKCHUMa/Hy BHUCHUHY
KyJle YMju MPCTeH Yy MOJHOX]y MMa CIo/ballllbd MpedyHuK x. IIpu momaBamy cBakor
cneneher mpcreHa [nona3u g0 omnepanuje update(r[i]. b, r[i]. h + getmax(r[i].a +
1,7[i]. b)) npu yemy je HEOTIXOHO U3BPIIUTU KOMIIPECHjY HU30Ba a U b ipe Kpenpamwa
CerMeHTHOr cTaba.

Y nmnpukasaHUM TNpUMepHMMa CMO BHJAEIH [Ja je caMa HMIUIeMeHTalyja
CerMeHTHOI CTab/ia yBeK C/IW4YHA, a HajBehu mpobieM y 3ajanyMa MpeiCcTaB/ba
Ipero3HaBame Ije Ce OHO MOXKe MCKOPHUCTUTH, Ka0 UM ,IIAKOBame‘ OCTalnX AATHX
BpeJHOCTH, Tj. TpaHcHopMaLHje Koje Tpeba M3BPUIMTH Ja OGUCMO JTOOUIA CErMEHTHO
CcTabsi0 ca CMHUCJIEHUM BpeZHOCTHMMA re he H3padyHaBame pe3yITaTa 3a HeKHU
WHTEPBa/ UMAaTH MIPUMEHY.

2.3. TexHUKa Newe npomnaranyje

Yonuitewe mnperxofHUX TmpobieMa 6m O6wio omoryhuTm u3MeHy CBHX
ejleMeHaTa 13 HEeKOI MHTepPBaJia ¥ U3PavyHaBamke Pe3y/ITaTa Ha HEKOM MHTepBay. AKO
6¥MCMO 3a M3MeHy CBaKOI' e/leMeHTa W3 MHTEepPBaJia IOjeJMHAYHO MO3UBaMu QYHKLUU)Y
update, jacHo je fa BpeMeHCKa CJIOKeHOCT He Ou Oria 3a0BospaBajyha. OBaj mpobiem
je moryhe pemmTu momohy TexHuke newwe nponarauuje (lazy propagation). Kao mwro us
Ha3WBa MOXXEMO 3aK/byYWTH, L[W/b HaM je Ja MUHHMH3yjeMO Opoj YBOpoBa y cTabiy
Kpo3 Koje Tpe6Ga mpohu, a Aa WMaK yCleurHo M3BPIIMMO HW3MeHYy HWHTepBaja, 6e3
ryouTtka nozataka. To Mmoxemo moctuhu Ha cinesehu HaumH: obunazehu cra6io of
EroBOr KopeHa (YBopa y KOM ce Hasla3u pe3yniTaT ueior crabia), Kaj roj Hauhemo
Ha YBOP KOjU YyBa Pe3y/ITaT 3a MHTEPBaJ KOjU je MOACKYIl WHTepBaja M3 YIUTA, Y
noce6HO cTabn0 lazy (koje MMa HIEHTHUYHY CTPYKTYPy Kao U TIJIaBHO CTabJIo)
yrnucahemo HOBY BpegHocT 1 cMarpaheMo za Taj 4YBOp MOKPHBA U CBe CBOje TIOTOMKE,
na wux Hehemo obumasuru. 3a TO Bpeme, HaJl CBAKMM YBOPOM TJIaBHOT cTaba Koje
0o6M/Ia3MMO, a KOjU He IPeJCTaB/ba IMOACKYIl HWHTEpPBaja KOjU MemaMo, MOPAMO
ofrosapajyhu 6poj myra M3BPUIMTH TPAXKEHY orepanujy (ako je moTpeGHO CBUM
eJleMeHTHMa W3 WHTepBaja [2,6] nomaty BpeIHOCT 3, OH/ZIA YBOPY KOjU je 3aay)KeH 3a
unrtepsarn [0, 7] Tpe6a momatu BpegHoct (6 —2 + 1) - 3.
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Ha oBaj HaumH Mo mnpunpemMuau crtabia 3a H3padyyHaBame pe3yJTaTa
00MIacKOM 0J1 KOopeHa Ka nucroBuMa. Kay HambheMo Ha 4BOp Koju 4yBa M pe3y/Tar 3a
HeKe IO3HWLHje Koje Cy BaH TPOKeHOT MHTepBajia, BPeJHOCT Ca TOT YBOpa U3 cTabsia
lazy hemo npeHeTH Ha WeroBy feuy y cTabsy lazy v Ha Taj YBOP Y T/IaBHOM CTabiy, a'y
Taj 4BOp y cTabny lazy ybauutu HeyTpasa 3a omepanuyjy Kojy M3BpiuaBaMo (HIp. 3a
cabupamwe 0, MHOXewe 1, MuHUMYM +00..). OBO y HEKUM C/y4ajeBUMa HHje
HEOTIXOZHO YPaZMTH — KOJ, PavyHarba 30Mpa CBe M3MeHe MOXXeMO [0/IaBaTH y CTabIio
lazy v omaTie MX KOPUCTUTH, /I Y TOM CJIy4djy MOPAMO BOAMTU padyHa O AY)XUHHU
npeceKa MHTepBasia KOjU HaM je MOTpebaH M MHTepBasia YUjU Ce pe3y/lTaT Halasu y
YBOPY; KOJ, MUHUMYMa MOXXeMO MMAaTH MOMOhHYy NMpOMeH/bUBY Y K0joj heMo mamrTuTH
MuHUMYyM nocehenux uBoposa ctabna lazy...

[Tpumep 3: JlaT je mpasaH cKyn S ¥ Q ynuTa, Py YeMy je CBaKH YIUT HEKOT oJ 00/IHKa:
"11r" (y ckyn S ybauuru cBe uese 6pojeBe u3 uHTepBana [[,r] xoju Beh Hucy y S),
217" (u3 ckyma S uzbauuTH CBe 1esie 6pojeBe U3 UHTepBaia [, 7] Koju cy y ckymy S),
317" (McmcaTu KONMMKO MMa ejieMeHaTa W3 WHTepBaia [l,1] xoju ce Hamase y S),
"4 p’ (McriucaT p-TH HajMarkbU €IEMEHT M3 CKyma S; ako He MOCTOjU, ucmucatu —1).
[Ipe yuyuTaBama CBAaKOI HAapeSHOT YIHTA, HEONMXOZHO je WCIHMCATH OJArOBOp HA
MPEeTXOAHHU YIUT (YKOIMKO Cy TO ynuTHv Thna 3 uim 4). 1 < I,r,p < 108, Q < 10°.

Peweme 3: Y 0BOM 3afaTKy He 3HAMO yHallpe, CBe yluTe, IIa CaMHUM TUM He 3HaMO
yHaIpeJ, Koje ce CBe I'paHUlle UHTepBajia MOI'y MOjaBUTU. M3 Tor pasnora He MOXeMO
KOPUCTUTH KOMITpECHjy HH3a. YIIUT Y OBAaKBUM NMPOOIEMHMA Ce Y JTUTEPATYPU YECTO
Ha3uBa online query. JacHO je fja HaM je CerMEHTHO CTAa6JI0 Y OBOM 33/IaTKy HEOIXO/JHO,
a 6uno KakBa mojena uHTepBana [1,10'®] Ha mame uHTEepBane He Gu 6GMIa TOBO/LHO
nobpa Ja MeMOpHjCcKa ¥ BpPEMEHCKAa CJIOKEHOCT pellewa Oyze 3az0BobaBajyha.
ITonamajmo ce, umak, Kao Ja y MeMOpPHjU MMaMO Ha paclojaramwy Le/I0 CerMeHTHO
cTab/10 YMju JTUCTOBU Tpeba Ja MMajy BpPeJHOCT 1 aKo ce eJleMeHT Ha TOj MO3WULIUjU
Hajasu y ckymy S. Ha cmum cy npukasaHU MHTepBalUd 3a KOje YBOPOBU U3 IPBUX
HEKOJIMKO HUBOA CTabJIa 4yBajy cyme.

[01259) [25‘31260)

[2591259) [2594 259 + 259) [25'3 + 259, 260)

| [U, 25?) | [25?1259) | [2591259_'_25?) | [259+2571259) | [25912594_25?) | [259+25?J259+259) | | [259 +259+2571250) |

Cnuxa 3: HHmepsanu usoposa cecmeHmHoz cmabaa

Axo cTa610 06MIa3UMO Of1 BpXa Ka JHy KopucTehu TeXHUKY /iere mporaranyje,
CBaKM ymuT MoxkeMo peurutu y cioxeHoctu O(log, MAX). [lakine, jenuHu mpobiiem je
Kpenpamwe cTaba 4mja je MeEMOpHUjCKa CI0KeHOCT Mama of, 0(MAX). Upeja je cnepeha:
Ha MOYETKY je JAaT Ipa3aH CKYI, LITO 3alpaBO 3HA4M Ja UMaMo MHQOpMaLHjy 0 TOMe
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Jia Cy CBe BPeAHOCTH Y CTabITy jeHaKe HY/IH, Tla MOXXeMO CaMO J0JATH KOPeH cTabia u
y mera ymucatu BpegHoct 0. Enemenrte w3 unTepBana [[,r] ybauyjemo y ckym S
TEeXHUKOM Jiele Ipolarauyje, a cBe YBOpOBe KOjU jOLI HMCY KpPeHMpPaHU jep HUKaj, [0
TOT TPeHYyTKa HHcy nocehenu, kperpamo ympaBo Taza. [lakie, y cBakom ynury tyma 1
wii 2 hemo kpeuwpatu MakcumanHo 2 -log, MAX HOBHUX YBOpOBa, ma he yKyIHa
MeMmopwjcka cioxxeHoct 6utu 0(Q log, MAX). [pumehyjemo zaa je oBo jenaH o peTKux
C/ly4ajeBa TJe HaMm, Of, TPU OIMCAaHA HAYMHA MMIUIEMEHTAllMje CerMeHTHOr CTabia,
HajBUILIEe OATOBapa EKCIUIMIIMTHA MMIUIEMeHTalMja cTabsia, Tj. Ja CBAaKA YBOP 4YyBa
IIOKa3uBaye Ha cBoje moTomKe. OmHcaHa CTPYKTypa ce y JUTepaTypu 4ecTo Has3uBa
sparse segment tree Wi JUHAMHUYKO cerMeHTHO ctabmo. Ha crnepehoj cunu je
NPHKa3aHa CTPYKTypa OBOr CTab/ia HAKOH [I0AABaba BPEJHOCTH 1 CBUM e/IeMEeHTHMA
u3 cermenTa [2°7,25%% + 258),

Cnuxa 4: Sparse segment tree u nerba nponazayuja

Ha kpajy, HeKO/IMKO KpaTKUX yIyTCTaBa 3a pelllaBame 3aZ,aTKa: KoJ, YIIUTA IPBOT
TUIA, IIpe [ofAaBalma HHTEepBajia, MOPAaMO IIPOBEPUTH KOJIMKO ejeMeHaTa M3 TOT
VHTepBasa ce Beh Hamaszu y ckyny S nmomohy ¢yHKIMje 3a cyMy KOjy KOPHUCTHMO M 3a
ynute tpeher tuma. Mehyrum, BoguMo padyHa o Tome Ja HaM HMje 3Ha4ajaH CaMoO
yKyIaH 6poj eleMeHaTa KOjU ce Hajla3e Ha TOM HHTEpPBaJy, HETO 3a CBaKH YBOP KOjH
noceTuMo Tpeba Ja cayyBamo 6poj enemeHata u3 [l,r] koju ce Beh Hamaze y S Ha
VHTepBaJy 3a KOju je Taj uBop 3anyxeH. Ko nozaBamwa enemenara u3 [[, r] mocehyjemo
1CTe YBOpPOBe Kao M KOJ, padyHama CyMe 3a MHTepBai [[, 7], ma ce ucrocraspa Ja HaM
je oBa MHPOpPMaLMja CacBUM [JOBOJbHA.

YUt yKiamama ce pajie MOTIYHO aHAJIOTHO. JeIWHO LITO Tpeba HAr/IacUTH
jecTe ynmeHMLA Ja Ou OHU Yy lazy crabmy Tpebano ;Ja y3umajy BpemHocT —1, a
BpegHocT 0 Tpeba OCTAaBUTH KaZla HEMa HUKAKBUX MPOMeHa. 360r 4yera je oBO OUTHO?
[Mpunvikom obunacka crabia, mpBa BpeaHocT lazy (oHa Koja je HajO/MMmKa KOpeHY)

13



ayTOMATCKU MOHMUITaBa lazy BpeAHOCTU CBUX CBOjUX NOTOMAaKa, jep 3HaMoO Ja je TO
NocJle/[iha M3BplIeHa IIPOMeHa HaJl CKyTIoM S.

CBaku ej/leMeHT ce MOXXe Yy CKyIly IIOjaBUTH HajBUIlle jeZJHOM, A CBaKU JIMCT y
ce6bu Hocu BpesHOCT 0 vim 1. AKO ca X 03HAYMMO P-TH HajMalbH e/IEMEHT U3 CKyma S,
KaKO HeMa HEeraTMBHHUX BPeZHOCTU y CTabJIy, 3aK/bydyjeMo [a je CcymMa ejleMeHaTa W3
uHTepBaia [1,x] ynpaBo p. BpeaHocT X HamasuMo MeTOZOM OWHApHE Mperpare y
CerMeHTHOM cTabiy. AKo HauleMo Ha YBOp KOju HeEMa IOTOMKe, HeMa MoTpebe /a Taj
YBOp IPOLIMPYjeMO jep CBU JIMCTOBH 3a KOje je 3aly’)KeH Taj YBOp ce Hasase y cTabiy
aKo je BpeAHOCT TOT 4BOpa y lazy cTabny 1, ma Ha jeBy rpaHuULly MHTEPBAJA 3a KOjH je
3a[y)KeH Taj YBOP [0/ajeMo Jeo Opoja p KOjH je IPeocTao U HaJla3UMO BPEJLHOCT X.

2.4. Tlep3uCTE€HTHO CErMEHTHO CTA0JIO

[Tpukazahemo caga jowr jegan Tum cermeHTHOr cTab/a 3a KOjU je TOTOAHO
KOPUCTUTHU E€KCIUVTMIWUTAH HAYHWH I/IMI'[JIeMeHTaH'I/Ije. Ca AJocaa OIIMCAaHMM TeXHHKaMa
MOXXEMO PELIMTH jefIHy BEJTUKY KJIacy mpob/iemMa y KojuMa je moTpeGHO U3BPIIUTH HEKe
TpaHcpopMaLivje HM30BA M 3aTHM TaKBe HOBOPOpMHpaHe HU30Be Ja/be KOPUCTHUTH.
MebhyTum, MoXe ce HeKaj AECUTH Ja HaM je MOTPeOHO Aa cayyBaMO M IpeTXOJHa
CTarba THX HU30BA U Ja epUKacHO OOPaZAMMO HEKH YIUT HAJ WHTEPBAJIOM HH3a Y
HEKOM OJ] TUX MPETXOJHUX CTama. TakBOM MpoGieMy MOXXeMO MPHUCTYIUTH Ha BHUILIE
Ha4YMHA O Kojux he BpeMeHCKa C/I0)XEHOCT HEeKMX OWMTH 3aZ0BosbaBajyha, anu he Ta
pelliela 3aysMMaTH IpeBulle MeMopyje. Hamr uup je ga NpUIMKOM ymuUTa HU3MeHe
Ca/ip)Xaja HU3A I0AAMO MUHMMaJIaH 6POj HOBHUX YBOPOBA y CETMEHTHO CTab/I0 TaKo A
ce CBAaKU YIIUT MOXe jOlll YBeK pelllUTH Y BpeMeHcKoj cioxeHocTH O (log, N), HeBe3aHO
3a TO Jja JIU je Taj yIUT HaJ, TPeHYTHUM WM HeKUM IPeTXOAHUM CTalkeM HH3a.

O6eneXxMo CBaKO HOBO CTale HU3a HEKUM BpeMeHCKUM TpeHyTKoM t[i]. Kaza
nobhe 1o mpoMeHe BpeJHOCTH HEKOT eJleMeHTa WIM MHTePBaJla Y HU3Y, Memajy ce caMo
BPeJHOCTH HHUXOBUX JUPEKTHHX IMpeJaka y crabiy. Jlakie, memwa ce Hajsuiue log, N
yBopoBa (nau 2 -log, N YKOIMKO MemaMo WHTepBaj). YMeCcTo M3MeHa cTabia, crape
yBopoBe hemo 3afpkaTy HempoMemeHe, a 3a U3MemeHe heMo yBecTH HOBe YBOPOBe.
[ToumrTo ce yBex Memwa BpeAHOCT KOpeHa cTabiia, of, mera hemo u movyeru — yBeurhemo
HOBM KOpeH KOM heMO JofenMUTH TPeHyTHO BpeMe W HOBHM pe3y/lTaT ollepanyje
M3BpILIeHe Haf enruM Hu30oM. OCHM Tora, HOBY YBOp he cafip)XaTH MOKa3uBa4d Ha YBOP
33ly’)kKeH 3a JIeBO MOACTA0/I0, YKOJIMKO y TOM MOACTA0/Ny HeMa NMpoMeHa, wiu he
CaipXKaTH TOKa3MBay HAa HOBM YBOP 33Jy)XeH 3a JIeBO MOACTAab/lo ca HM3MeHaMma.
MHuTepBan y KoM HeMa u3MeHa fabe He nocehyjemo u Ha mwera he ce HagoBesuBaTn
CTapy YBOPOBH KOju he OUTH 3ajeJHUYKH [1e/I0BU CTApOT M HOBOT CTabsia. AHAJIOTHO je
M 3a gecHo mogcrabno. [ITpumehyjemo ma ce y3 oBy CTPYyKTypy NpHUpPOAHO yKJIama M
TeXHHUKa Jiele IIpolaralyje — WHTepBaJl KOju Tpeba u3MeHUTH he ce gemutu u
cy)xaBatu 1 Hehe 6uTH morpeGe 3a nmocehvBarme CBUX TUCTOBA.
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2.5. JIBOAMMEH3MOHAHO CETMEHTHO CTAa0JIO0

[Tpo6rem u3 yBoga ca moryhHourhy nameHe mojeHaYHUX €/leMeHATA MATPULIE
MOXXeMO epHUKACHO pelrnTy omMohy ABOJMMeH3UMOHA/THUX CerMeHTHUX cTabana. Kao
IITO M3 CAMOT HA3WBA CTPYKTYpe MOXXEMO 3aK/byYWTH, CBAKHA YBOP IJIABHOI CTabia
Hehe Outu obuuHa BpexHocT, Beh HOBO cermMeHTHO €Tab/0 KOje MMa KOHKPETHO
3Haverwe. HavMe, MO)XeMO HAMpPaBUTH M0 jeJHO KJTACUYHO CErMEHTHO CTabJIo 32 CBAKU
pen, matpuie. /laknme, 3a cTabio Koje MpeAcTaB/ba [-TU pef, MATpHIlE, JTUCTOBU Cy
BpPeJHOCTH ejleMeHaTa MaTpHIie U3 CBaKe KOJIOHe i-Tor peza. HakoH Tora, oBa cTabiia
npeZCTaB/bajy JIMCTOBE TJIABHOT cTabia Koje mpencTaBsba Heay marpuny. Ha cienehoj
CIMIM je ca JjieBe CTpaHe MPUKA3aHO ABOJUMEH3WOHATIHO CEerMEHTHO CTabio 3a
M3pavyyHaBame CyMa HaJ, MHTePBAa/IMMa MATPHILIe U3 TOPEr IeCHOT yIJia.

7T|6|1|6
|7 |a|2
319 |71
8153|858

1 2 3 4 5 6 7
1| 86] 53332627 ] 16] 17
24281415 ]13] 6

8
4425191114 |10] 9
420 13 716 1] 6
51 22| 15 8 | 7|52
Glzo012| 8|3 |9 |7 |1
Maal13|11| 8] 5] 3]s

Cnauxa 5: /l6o0umeH3UOHANIHO cezMeHMHO cmabo

Y cBakoM MamweM cTabiy 4BOp Ha ofapeheHO] Mo3uLMjU TpeAcTaB/ba MUCTH
VHTepBaJ/I KOJIOHA YMju pe3yaTaT objegumyje. Ha Taj HaumH ce mobuja pe3yaTaT YBOpa
pPOJUTE/bCKOT CcTab/Ia jeIHOCTaBHUM Topel)ereM YBOpOBa MOTOMAYKHX cTabasa Koju ce
Haj/lade HA WCTHUM TO3WIMjaMa. AHaiu3WpajMo mpuMep ca ciauke. [loTpe6GHO je
M3payvyHaTU CyMy ejleMeHaTa M3 MPaBOyraoHWKa orpaHuyeHor taykama (1,1) u (3,3).
Cymy esleMeHaTa M3 MPBOT PeZa Ha/A3UMO U3 CTabia 3ay)KeHOr 3a NMpBU pef. Jpyru u
tpehu pes nMajy cBoje 06jeArBEHO POSUTE/HCKO CTAbJIO, Tla HUXOBE CyMe PAavYyHAMO
HaJIA)KeheM YBOPOBA U3 POAUTE/HCKOT CTab/1a KOjU OrOBaPajy TPAKEHUM KOJIOHAMA.

Ha npBwu noren, nmnieMeHTanyja ABOAMMEH3UOHATHOT cTabjia Jesyje BeoMa
cnoxxeHo. MehyruMm, ako ce cernMo ga ykymaH O6poj BpCcTa M KOJIOHA JOIMYHHMO [0
npBor Beher cTemeHa ABOjKe, CBAaKO Mamwe CTAa0/I0 MOXXE€MO IpPEACTAaBUTH OOWYHUM
jemHOIVMEH3MOHA/THMM HHM30M, a Lieso ctabsio he 6uTH JBOAMMEH3MOHA/IHA MATPHIIA.
[ake, MeMopujcKa CJI0XXKeHOCT peliewa je O(NM).
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Kpeupame crabma oj mouyeTHe MaTpUlle MOXXEMO HM3BPLIUTH Y CJIOKEHOCTH
O(NM) (wmu mnosuBameM ¢QyHKUMje update 3a CBaKM €JIEMEHT TIOjeIMHAYHO).
[Ipukasom cTabsa Kao MaTpHlLie U UMIUIeMeHTanyja GyHKIHja U3MeHe U CyMe MOCTaje
JocTa jegHOCTaBHHja. Fbuxosa cioxxenocr je O(log, N - log, M).

vector<vector<long long>> create(vector<vector<long long>> a,int n,int m) {
N = pow(2, (int)log2(n - 1) + 1);
M = pow(2, (int)log2(m - 1) + 1);
vector<vector<long long>> tree(2 * N, vector<long long>(2 * M, 0));
for (int i = 0; i < N; i++)
for (int j = 0; j < M; j++)
tree[N + 1][M + 3] = a[i][3];
for (int i =2 *N - 1; i >=N; i--)
for (int j =M - 1; j > 0; j--)
tree[i][j] = tree[i][] * 2] + tree[i][j * 2 + 1];
for (int i =N-1;1i>80; i--)
for (int j =2*M-1; §>0; j--)
tree[i][]j] = tree[i * 2][]j] + tree[i * 2 + 1][]];
return tree;
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3. PeHBUKOBO CTab/I0
3.1. CrpyKTypa M MMIUIeMeHTaluja

®eHBUKOBO cTa6/10 (6MHAPHO MHIEKCUPAHO CTAbJI0) je CTPYKTypa Koja Ha Masio
Apyrayvjyu Ha4MH Of, CETMEHTHOT cTaba YyyBa pe3y/ITaTe orepalyje Kojy MoJpikaBa 3a
onpehene nHTepBane momohy Kojux ce epukacHO pelaBajy ynmuTH HaJ, UHTEPBAIMMA.
36or crnenuduyHe CTPYKType OBOr cTabia, Hajuelnhe ce KOPHCTH 3a M3payvyHaBarbe
30Mpa, a/M MOCTOjU M MOTYhHOCT pelllaBama YIUTA Ca CBUM OCTA/IMM oOllepalyjaMa
KOje MOAPIKaBa ¥ CETMEHTHO CTA0JI0, aJIM y HELITO JIOLIHNjOj BPEMEHCKO]j CJIOXKEHOCTH, O
yemy he 6utu Buile peun KacHuje. Melhytum, ogrosapajyhum tpancpopmanmjama u
KOMOMHaLMjoM Bulle of jegHor PeHBUKOBOr cTabja ce OHO MOXe KOPUCTUTH
PaBHOIIPAaBHO Ca CErMEHTHHMM, a Ha Kpajy he OUTM NpUKaszaHU M C/Iy4ajeBU The
KOMOMHaI1ja HeKoIMKo PeHBUKOBHX cTabaa mpyxa eprKacHuje pelLiere Off peliema
no kojux ce mMoxke nohu momohy cermMeHTHHX cTabaja M TeXHHMKA KOje Cy 3a HbHX
KapaKTepUCTUYHE.

3a pasymeBame PeHBHKOBOT cTabjla KOPHUCHA je uzeja ca mpepUKCHUM CyMaMa
nprMemeHa y yBogHoM mnpuMepy. [lomohy mux je m3padyHaBamwe cyme enemeHara
HeKor uHTepBasia 6mio moryhe usBpumTH y cioxxeHocta O (1), anmu Ou ce eBeHTyasHe
M3MeHe BpPeJHOCTU ejieMeHaTa u3BpuIaBase y ciaoxkeHocth O(N) jep je HEONMXOZHO
V3MEHHUTH NpePpUKCHY CYMy CBHX €JIeMeHAaTa OJ] Te MOo3Uliije A0 Kpaja Hu3a. Llup Ham
je Ja mpUIaroguMMo OBy Hejy TaKo Ja ce obe BpPCTe YIWUTAa MOTY HM3BpLIABAaTH Y
cnoxenoctu O(log, N), ciMYHO Kao KOA cerMeHTHOr crabia. Jlakime, >KequMmo za
npoHaljeMo CTPYKTYpY Y K0jOj je BpeZHOCT CBAKOT ejleMeHTa HMU3a Ca/ipXKaHa Y HajBUIIe
log, N 4BOpOBa, MpU YeMy XeJTMMO U Jja YKyIiaH O6poj uBopoBa Oyze N.

[TocmaTpajMo OWHApHU 3amMKMC TO3WIHje YHjy NMPePUKCHY CyMy KeIuMO [
u3payyHamo. Ha OcHOBy Tora, Ty MO3HWILHjy MOXEMO MPEACTABUTHA Kao 30Up HEKHUX
crereHa aBojke. Ha mpumep, 27, = 11011, =16 +8+ 2+ 1. [lakie, ma O6ucmo
33/I0BOJbMJIM HaBeJ€HA CBOjCTBA O YKYITHOM OpOjy YBOpOBAa y KOjUMa Ce CaAPXKHU
onpeheHu enemeHT ¥ mocTUrin ePUKACHO OATOBAparh€ HA YIIUTE, Y CTPYKTYPH KOjy
dbopMHpaMo MOXXeMO Ha MO3ULMjU 16 YyBaTH CyMy MpBUX 16 eneMeHaTa HHM33a, HA
nosuuuju 24 cymy esemMeHara Hu3a ca nosuuyja 17 — 24, Ha no3uuuju 26 cymy 25. u
26. efleMeHTa, a Ha MO3ULUju 27 BPeJHOCT ejleMeHTa Hu3a ca nosuuuje 27. M3 came
vjeje mocMaTpama OMHAPHOT 3aMKca 3aK/bydyjeMo Aa hemo mpuankom n3padyHaBamba
npedUKCHe CyMe Ha OB3j HAaYMH Npohu Kpo3 Hajsulre log, N 4BopoBa.

Kako cBaku OUT mpejcTaB/ba pPa3/IMYUT CTEIleH [IBOjKe, jaCHO je Ja 3a CBAKY
MO3ULHjy HOBE CTPYKType MOXXeMO jeJUHCTBEHO OApeJUTU UHTepBaJl 3a KOjU OHaA 4yBa
cymy. la 6u 6poj YBOpoOBa YHje BpeJHOCTH Tpeba M3MEHUTH OMO0 MUHUMAJIaH U Ja He
06U [0a3WIO IO MpeKJlalarkba MHTepBasia MPUIMKOM HM3MeHa U M3padyHaBamwa CyMa,
jeIMHCTBEHOCT Ce TMOCTIKe Ha ciefehw HaumH: cBaku YBOp craGia d4yBa Cymy
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e/leMeHaTa HMW3a Ha JAy)KWHU HHTepBajia Koja je jefHaka HajBehem cremeny aBojke
KOjUM je TO3MliMja TOI 4YBOpa Je/bMBa, A JeCHU Kpaj MHTepBajJia HMU3a jefHAK je
no3uuuju YyBopa crabna. Ha cnepehoj cnuum cy npukasaHe mosuijyje oCHOBHOT HHU3a
3a Koje je cBak# yBop PeHBUKOBOT cTab/1a 3ay)KeH.

16 | | ' |

] O
I I | I l l | |
12 3 456 7 8 91011121314 1516

Cnuka 6: Mnmepsanu 3a koje cy 3adyxceHu ysoposu PeHgukogoe cmabaa

= N b

3a ynuTe U3pavyyHaBama NpepUKCHe CyMe Ha MHTepBaJy MOCTYIAK je MPBO 61O
NpUKa3aH Kpo3 mpumep. [lodeBuin oz mosuuuje yujy npedUKCHY CyMy padyHamo, y
pe3ynTaTr Jo/ajeMo BPeLHOCT M3 YBOpa CTabjia ca MCTOM TMO3HULHjOM, & 3aTUM Of, Te
Mo3Uliyje OJ4y3MMaMO MaKCHMaJIHU CTeIleH [BOjKe KOjUM je OHa Je/bhBa U A0JajeMO
BPEeAHOCTU Yy pe3yaTaT [OK MO3ULMjJy He AOoBeJeMO OO0 Mo4deTKa Hu3a. Ha ciaunu cy
3aTaMbeHU MHTepBaiu mnoceheHMX YBOpOBAa NMPW/IMKOM H3payvyHaBama IMpepUKCHe
cyMe npBux 15 enemeHaTa HU3aA.

Kog ynura nsmene tpe6a npoHahu yBopoBe Koju Tpeba Ja caip)ke BpeJHOCT ca
Mo3WIMje HU3a Kojy Memwamo. [locTynak je Bp/o cv4aH M3pavyHaBamwy MpedUKCHe
CyMe, caMo ce oJBHja y cynmpoTHOM cMepy. [losasumo of nmosunyje HM3a KOjy MeHaMo
TaKO LITO MemaMO BPEJHOCT YBOopa cTabja ca HWCTOM TOM MO3MLUjOM, a 3aTHUM
yBehaBaMo mo3unyjy 3a HajBehu cTemeH JBOjKe KOjUM je OHA Je/bUBA, CBE NOK He
nohemo mo xpaja HU3a. M oBze je moTmyHO jacHO Ja yKymaH Opoj YBOpoBa Koje Tpeba
namennty Huje Behu op log, N. Ha ciunuy cy yokBupeHu uHTepBanu mnocehenmx
YBOPOBa NPWIMKOM M3MeHe Tpeher eJleMeHTa HH3a.

[Ipe wuMmmnieMeHTaUMje, OCTA/O je MPOKOMEHTApHMCAaTU Hajla)Xewe HajBeher
CTereHa [BOjKe KOjUM je HeKu Opoj femuB. Mako oBo Moemo yHampen epUKacHO
M3PAvyHATH 3a CBAKy MO3WLMjy M 4YyBaTH y HeKoM momMohHOM Hu3y, mokadahemo
MOCTyNaK Hajla)Xema OBUX CTeleHa KOjU je KapaKTepUCTHU4YaH KOJ, HMMIUIeMeHTaluje
denBuKoBor crabna. Hanaxemwe HajBeher crerneHa ABojke KOjUM je HEKH OpoOj Ae/bUB
€KBUBAJIEHTHO je HaJIa)Keky MO3HIMje MpBe jefuHuIle (IOCMAaTPaHo 37eCHA HaJIEBO) y
6uHapHOM 3amucy Tor Opoja. [lo Te mno3unuje mMoxkemMo aohu oparosapajyhum
OGUTOBHUM OIepaLujama.
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Heka je 2P Hajehu cremeH naBojke kojuMm je memuB Opoj n. To gpyrauwmje
MOXXeMoO 3amucatv Ha cnefehu HaumH n = (2k + 1) - 2P, rge cy n, k,p HeHeraTuBHU
uenu GpojeBu. M3 mperxognor moGujamo n =k -2P*!1 4+ 2P, Ako yBememo o03HaKy
m = 2P, Opoj n y OMHApHOM 3amHCy MOXXe€MO NpeACTaBUTH Ha cienehm HauuH
n, = k,m,. [lpumetumo cregehe: ako uHBepTyjeMo cBe 6uTOBe Gpoja n, (cBe Hy’e
IIOCTajy jefWHMUIIE U CBe jeJUHHUILIE TOCTAjy HYyJe), MOCTIeAHUX P Mo3uLMja O6poja n,
IIOCTAjy jeAuHULe, JOK je Ha mo3uuuju p + 1 uudpa Hyna. [lakse, 6poj koju dopmupa
nocneawmux p + 1 nudapa jegHax je 6pojy m — 1. Ako nHBepToBaHu 6poj moBehamo 3a
1, mocTmxeMo aAa je mocineamux p + 1 uudapa HoBor 6poja jesHako TUM Ludpama
nosia3Hor Gpoja (1j. oHe came popmupajy 6poj m = 2P), nok he ocrane uuppe ocratu
VHBEPTOBaHe y OZHOCY Ha Nn,. Kako HaMm je 1w na nobujeHr 6poj MMa caMo jeIMHULLY
Ha Mo3uuuju p + 1, MorogHo HaM je Aa HAJ, NMOJA3HUM M HOBOZOOWjeHUM Opojem
MCKOPUCTUMO GUTOBHY omneparujy and (y mporpamckoM jeauky C++ To je onepaunja &)
jep WHBEpPTOBameM IOCTIKEMO Ja Opoj k, MocTaHe jeJHAaK HY/IW, & Ha OCTAIUM
nosunyjama Hehe 6utn nmpomeHa.

Jla 3ak/byurMo, MOTPeOHO je GUTOBE MOIa3HOT Gpoja MPBO UHBEPTOBATH, 3aTUM
nobujeHu 6poj yBehatu 3a 1 u Hajg Tako goOujeHMM OpojeM W TMOJA3HUM GpojeM
npUMeHUTH onepaunjy and. lHBepTOBamwe 6uTOBa 6poja ce Mo)ke mocTuhu Ha pa3He
HayMHe, Kojuma ce oBge Hehemo O6aButu jep hemo koHawaH wu3pa3 wajo
tpancpopmucatu. Havme, HeraTtvBHH OpoOjeBH Ce Yy padyHapy IPeACTaB/bajy Ha
cnenehu HaymH: 6GUTOBM MOBUTHUBHOT Opoja Ce UHBEPTYjY M TaKO I0OHjeHOM Opojy ce
noza 1, a ympaBo TO Cy Kopauu Koje CMO MPUMeHHIU Aa O6ucmo aobunu HajBehm
CTereH JBOjKe Opoja 1, Ma je KOHAa4YaH M3pa3 KOjUM ce TO MOoCTKe n and (—n).

HakoH Hanaxewa M3pasa KojuM ce M3JBaja Hajehm cremeH aBojke KojuM je
6poj Ae/pUB, UMIUIEMeHTalMje PpyHKIIMja N3MeHe BPeJHOCTH M M3PavyHaBarma CyMe Ha
WHTEpBaly Cy BpJIO jegHOCTaBHe, a Beh je mpukasaHo Ja o0e MMajy BpeMEHCKY
cnoxenoct 0(log, N), ok je memopujcka cinoxeHocT PenBrukosor crabia O(N).

long long getprefixsum(int p) { void update(int p, long long val) {
long long sum = ©; while (p <= N)
while (p > 9) { val += fenwick[p],
sum += fenwick[p]; p+=p & (-p);
p-=1p&(-p); }
} long long getsum(int 1, int r) {
return sum; return getprefixsum(r) - getprefixsum(l - 1);
} }
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3.2. ®eHBUKOBO CTA0JIO Ca APYrUM onepanujama

Kpo3 Hapeznu npumep hemo mokaszatu kKako ce PeHBHUKOBO €Tabjio MoOxe
KOPDHUCTHUTH 32 pelllaBaibe yIIUTa ca HEKUM JPYI'MM Olepalijama Koje HUCy cabupame,
anu heMo yBUZeTH U HeKe MPEJHOCTH CETMEeHTHOr cTabsa y ofgHocy Ha PeHBUKOBO.
[Tpunukom pelnaBama, mohu hemo o Maeja Koje cy MHTYUTHUBHHUje U je THOCTaBHUje 3a
pasyMeBarbe, Aa GMCMO Ha KPajy JOLUIM [0 TJIaBHOT peliema KOjUM ce MoKasyje Aa je
cBakMu mpo6sieM, Koju je Moryhe peliMTH CerMEHTHUM CTab/IOM, peuiuB U MoMohy
deHBUKOBUX cTabasa y MCTOj BPEMEHCKO] caoXeHOoCcTH. MelhyruMm, riaBHa mpumeHa
deHBUKOBUX cTabasa OCTaje y M3padyHaBamwy MpedHKCHUX CyMa, AOK Ce 3a OCTaje
omnepauyje yenrhe KOpHUCTe CErMEHTHA jep Cy pelliela jeJHOCTaBHHja 3a pa3yMeBabe.

[Ipumep 4: Heka je mat Hu3 nmpupopHux OpojeBa aykuHe N u QQ ymuTa off KOjux je
cBaku o6muka 'lpv' (Ha mosuuLMjy p yIHCATH BPeJHOCT V) win obimka '2 171
(ncmucaT pe3yniTaT onepaiyje op W3BpIIeHe HAJ, eJeMeHTHMa HU3a Ha MOo3uLvjaMa
on | mo r). Paamorputu omnepaumje: (a) MHOXKewe 10 mMoxayny mod, (6) AND, OR, (B)
XOR, (r) MUHUMYM, MAKCUIMYM.

Pewerbe 4: Penrersa 0BUX mprMepa moMohy cermMeHTHOr ctaGiia cy BpPJIO CIMYHA Kao U
paHMje OMHCAHM IIOCTyNMaK H3pavyHaBawa cyme. C zapyre crpaHe, ako GHUCMO Y
npumepy (a) xopuctwim PeHBUKOBO €Tab/i0, HAWIIIKM OMCMO Ha MPo6eM [ejberba
NpOM3BOJA MPBUX T ejJleMeHaTa MpOW3BOAOM TpBuXx [ ejneMeHaTta HakoH Beh
M3BPLIEHOT pavyyHama OCTATKa MPH [e/bery, Ma GUCMO ZOOWIN MOrpeliaH pe3yJITar.
Kako 6ucmo usbernu Taj mpo6ieM, MOT/IM GUCMO /Ia HAIIPABUMO 110 jegHO PeHBHUKOBO
cTa6s10 3a CBaKM MPOCT 6pPOj MambH O/ MAaKCHMAJ/IHOT e/leMeHTa U OPOjUMO KOJIMKO ce
IlyTa OH CaZpPXXM y CBAKOM 0OJ, eJleMeHaTa Hu3a. MehyyTum, oBo pelreme je yax u jowuje
cnoxerHoctu of O(NQ), Tj. moumuje je of, CJIOXEHOCTU pellierha IJe Y CBAaKOM YIIUTY
IIPOJIA3MMO KPO3 CBe ejJieMeHTe U3 WHTepBaia [l,7].

Y npumepy (6) Takohe nmamo mpobiem. Ako je pesynrtar omepanuje AND 3a
npBux | enemeHnara jegHak 0, To he 6utu u pesynrar 3a mpBUX T elleMeHaTa, Ma He
MOXXeMO TIPOBEPHUTH [Ja JIH je pe3yiTar 3a unrepsan [l,r] pasnuuur ox Hyne. [Ipo6riem
je moryhe pemntn momohy ®eHBuKOBOr crabia ako GMCMO TMOCMaTpaayd OWMHAPHHU
3amuc OpojeBa M3 HHM3a M CBAaKW OWT Tyiefjany ofBojeHo. Mo)keMO HallpaBUTH 110 jeTHO
deHBHUKOBO €Tab/I0 3a CBaKM cTereH O6poja 2 (ykymHo log, MAX craGana, nmpu yemy je
MAX wHajsehu eneMeHT HU3A) M Y BbMMa pavyyHATH KOJMKO ITyTa Ce IMojaBJbyje 1 Ha TOj
NMO3UIYjU OWHApHOT 3amuca OpojeBa M3 HEKOT MHTEpBasa. AKO je pe3ylTaT jefgHaK
OY>XKMHM MHTepBasa pesyntar onepauuje AND 3a Ty nosuuujy je 1, a ako je pesynrar
Ha ToM uHTepBany Behu ox 0, pesynrar onepauuje OR he 6utu 1. Jakie, peliermne
nomohy ®enBukoBor crtabna oBze mocroju, anu uma Behy Bpemencky (O((N +
Q)log, Nlog, MAX)) u wmemopujcky caoxenoct (O(N -log, MAX)) y omgHocy Ha
peliee ca Ce(TMEHTHUM CTab/IOM.
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[lpumeTumo ma ce mpumep (B) UCTO MOXe PEIINTH TEXHUKOM OZBajarba Ha
OUTOBE U 3aTHM IPOBEPOM [ia JIX je pe3yTaT Ha WHTepBajy mapaH Opoj. Mehyrum,
NPUJIMKOM 3aMeHe e/leMeHTa 4YMja je BPeJHOCT X BpeJHOIIhy Y, MOXXeMO jeJHOCTaBHO
npohu kpo3 cBe uBopoBe PeHBUKOBOI CTab/sa y KOjUMa je IMOCMaTpaHa IMO3HUIHjA
ypadyHaTa U TPeHYTHU pe3yaTaT t Ha TOM 4yBOpy 3ameHUTH ca t XOR x XOR y. [lakue,
VICIIOCTaB/ba C€ Jia je OBO pellerme IOTIYHO aHAJIOTHO pavyyHamy cyme mnomohy
deHBUKOBOT cTaba.

Y npumepy (r) Hau3anuMo oret Ha rpo6eM Kao y npuMepuma (a) u (6) jep Ham
pesynraru 3a unTtepsaze [1,0 — 1] u [1,r] He Mory gatu uudpopmaljy o pesynraTy 3a
unrepBan [l,r]. Hamehe ce nurtamwe ga /mm je Hekako moryhe moGuTu pesyirar 3a
uHTepBan [, 7], a ga y ToM mpolecy He M3/1a3UMO W3 TOT WHTepBaja. [IpuMernmo
cnenehe: pesynrar onepanuje x&(—x) je, Kao LITO je paHUje MOKA3aHO, HajBehu cTerneH
6poja 2 KojuM je Opoj X HesbUB, A/IU je TO yjeAHO U Opoj MO3UIiMja JIeBO Ol X 3a Koje
eneMeHT fenwick[x] 4dyBa pesynTar omnepanuje. /laksie, MoxxeMo ce oOf, eleMeHTa T
nocrerneHo Bpahatu kpo3 PeHBuKoBO cTab/0 M, Kaza goheMo [0 Kopaka x 3a KOju
BaXU x — x&(—x) < [, ymecTo Ja y Hall pe3yaTaT ypadyyHaMo BpegHocT fenwick[x],
KopucTHheMo BpeJHOCT U3 MMOYETHOT HM3a 3a MO3ULMjY X, @ 3aTUM YMawUTH X 3a 1 u
HACTaBUTHU UCTU nocTynak. Koauka je ciaoxeHocT onucaHor anropurMa? XXenumo ga
M3payyHaMoO pe3y/iTaT HeKe omnepanuje Ha wuHTepBany [2,31]. Zleo [17,31] Guhe
M3pavyHaT Kpo3 4 Kopaka nmoMmohy MHTepBaia yuje cy ayxuHe 1,2,4 u 8. Mehyruwm,
HaWJIa3UMO Ha CTelleH Opoja 2 M HAaKOH TOT KOPAaKa JeCHa rpaHULiA moctaje 155 =
1111,. [lo cnepeher creneHa ABoOjKe f0/1a3UMO y 3 KOpPaKa, a HAKOH HEeroBOT IPOJlacKa
JlecHa rpaHula nocraje 7,9 = 111,. Kpo3 oBaj npuMep 3ak/bydyjeMo Ja je BpeMeHCKa
cnoxenoct npukasanor nocrynka O((log,n)?). Ha civyaH HauuH peanusyjeMo M
ynuTe y KojuMa Tpeba MPOMEHUTH BPeJHOCT HEKOT eJleMeHTa (IPeTXOJHO je TOKa3aHo
Jia UMaMo HajBulle log, n YBOpoBa Kpo3 Koje Tpeba nmpohu y KojuMa je eleMeHT Ha TOj
MO3UIIWjU yPAYyHAT U 33 CBAKU Of, lbUX MOTPEOHO je MaKCUMaTHO log, n Kopaka aa 6u
Ce M3pavyHAOo HOBH Pe3y/ITar).

I'nmaBHO pemiemwe:

K/bydyHM HegmocTaTak NpeTXOAHe HJeje je TO IUTO Ce YeCTO 3ayCTaB/hAaMO HA
YBOPOBHMMA KOjH YyBajy pe3y/iTaT 3a Behe MHTepBajie U HAKOH HUXOBOT IPOJIACKA OTeT
IIPOJIA3UMO KPO3 YBOPOBE Ca MHTEpPBa/IMMA 4Hje cy gyxuHe 1,2,4 .. OBo ce mMoxe
n3behu ¢opmupamwem ppyror PeHBuxoBor crtabma koje he Outu kopuirheHo
napajenHo ca npBuM. Mpaeja je nma TpakeHM WHTepBan moMohy oBux crabana
obwmazumo ca ABa Kpaja. [IpBo cTtabio cTaHZapAHO YyBa pe3y/iTaTe Ha HAYMH HA KOjU
CMO Ta W [0CaJ KOPUCTWIM U Iera KOPUCTUMO 3a MPOJa3ak Kpo3 HMHTepPBaJ HHU3A
3ecHa HaneBo. Kako apyro cta610 KOPUCTHMO 3a 00M/Ia3aK c/ieBa HaZeCHO, IOTUYaH
3aK/py4ak je ma hemo ra ¢dopmumparm Ha ,00pHYT® HauMH Yy OAHOCY Ha TIIPBO.
[lpen3Huje, yBop p mpBor ctabia yyBa pe3ynrtar 3a uHTepBan (p — p&(—p),p], KoK y
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APYyroMm cTabiy YBOp p 4dyBa pe3yarar uHTepBaia [p,p + p&(—p)). Ha cregehoj cmu
IIPHKa3aHU Cy MHTEPBAJIM Koje 4yBajy oAgroapajyhu uBopoBu o6a crabia.

| | ‘ | |
2 3 4 56 78 91011121314 1516
| | ‘ | | | | | |

— — —

Cnuka 7: KombuHnayuja Pensuxogux cmabana 3a e¢pukacHo
uspavyHasaree ynuma ca dpyaum onepayujama

[TpunukoMm ymuTa v3padyHaBama pesyirata Ha wHTepBany [[,r], mpBo crabio
OOW/Ia3MMO TOYEBIIW OJ, YBOPA P = I U OBO CTAb/JI0 KOPUCTHUMO CBe JOK BKHU
p —p&(—p) + 1 > 1. Amnanoruno, gpyro crtabno o6uma3umo ox uBopa p= 1 wu
3ayCTaB/baMoO Ce Ka/ia je UCIymeH ycaoB p + p&(—p) — 1 > r. Ha ciunum cy npukasanu
noceheHr YBOpOBM TMPHU/IMKOM H3padvyHaBamwa pesynrata 3a uHrepsBan [2,15]. Kog,
padyHama MUHHMMYMAQ, MaKkcuMyMa u onepauuja AND, OR He Mopamo BoguTH padyHa o
TOMEe Jia TPWIMKOM OBa JABa OOWIacKa MOXe JAohu [0 TpeK/lanama HHTepBaa
(mpoBeputyn Hmp. untepsan [10,15]). C apyre crpaHe, kox npumepa (a), (B), amu u y
MHOTMM JPYTUM CJIy4ajeBUMa, MpeK/larnamke HWHTepBaja JOBOAH [JO IOTPELIHOT
pesynTaTa. To moxemo n36ehu TrMe ITO HAKOH OOMJIACKA MPBOT CTabJIa, TOCTABUMO
HOBY JleCHy I'PaHM1ly MHTepBaJja Ha MO3MLHjy Ha K0joj cMo ce 3ayctaBuau. Kog ynura
V3MeHe IOjeJMHAYHUX ejJleMeHaTa HeMa HUKAKBUX PA3/IMKa Y OJHOCY Ha CTaHJAApJAaH
MOCTYTIAK ca jefHruM PeHBUKOBUM CTAb/IOM.

Kopucrehu omnmcany merony cta610 oABajaMO Ha MAaKCHMMa/IHO TPU CErMeHTaA:
JIEBU, YMjU pe3yITaT M3pavyyHaBamo rnomohy npyror (o6pHyTor) crabna; ngecHd, KOju
v3pavyyHaBamo rmomohy npBor cTabiia; U eBeHTYaHO jelaH efieMeHT Koju ce Hehe Hahu
HU Y jeZJHOM Of, TPBA [iBa CETMEHTA, A HheroBy BPeAHOCT Y3MMaMO U3 IMOJIA3HOT HU3a.
[loKa)XUMO [1a MOXXe TMOCTOjaTH MAKCHMAaJIHO jeJlaH TAKaB e/leMeHT. YKOJTMKO TaKaB
YBOP MOCTOjU, OH Hehe 6utu nocehen Hu y jerHOM cTaby, a 3a GUJIO KOjU APYrH YBOP

22



p HeomxoZHO je ma Baku crnegehe: p —p&(—p)+1=>1 wm p+p&(—p)—1<r.
[IpeTniocTaBUMO CyHmpOTHO, HEKa MOCTOje Oap ABa Pa3/IM4YMTa YBOPA P U ¢ KOjU He
HCIyHhaBajy Taj yCI0B. be3 ymamwera OMIITOCTH, HEKA CY P U ¢ [Ba HajMamwa Opoja w3
[[,r] xoju He wucnymwaBajy Taj ycioB, Heka je p < q u p&(—p) < q&(—q). Taza je
q—p =p&(—p), ma Baku p+p&(—p)=q <r, WTO je CYNPOTHO TMOJA3HO]
npernocTaBiu. Ako je p&(—p) > q&(—q), ouga Baxku q — q&(—q) + 1 =p = L. [lokas
je TIOTIyHO aHAJ/IOTAH Y OCTAJIMM C/Ty4ajeBHUMa, a KajJja ce 32 P U ¢ y3My OWIO Koja ZBa
y3acTomHa Opoja KOju He WCIyHaBajy ycjioBe, He Moxe 6utu p&(—p) = q&(—q).
BpemeHcka cnoxkeHocT onmcaHor anaroputMa je O(log, N), a y mpakcu ce mokasyje aa
OBO pellierhe MOXKe OUTH /10 HEKOJIMKO MyTa OpiKe 0f, pelierha ca CerMeHTHUM CTab/IoM.

3.3. Boammen3snoHaHO PeHBHMKOBO CTAb/IO

Peumrnhemo caza npumep (6) us yBoaa, anu ca moryhuourhy nsmene enemenara.
Bupenu cmo za je mpo6iem moryhe peurntu momohy cermMeHTHOTr cTabiia, MpH Yyemy je
BpeMeHcKa coxeHocT ceakor ynuta 0 (log, n)?. ®opmupajmo caga PeHBUKOBO cTa610
Ha cnepehu HaymH: HeKa 4YBOp U3 peia X u KojoHe Y fenwick[x][y] dyBa pesynrar
cBUX eneMeHarta ali][j] Koju mpumazajy mMpaBOyraoHHWKY 4YWje TOPHe JIeBO TeMe MMa
koopauHate (x — x&(—x) + 1,y — y&(—y) + 1), a gome mAeCHO TeMe MMa KOOpZHHATe
(x,y). Heka cy mouerHe BpeZHOCTH CBUX ejleMeHaTa MaTtpuua a u fenwick
nocras/beHe Ha 0. Ynure nsmeHe BpummMo Ha ciaegehu HaunH:

void update(int x, int y, long long val) {
for (int i = x; 1 <=n; i +=1 & (-1))
for (int j = y; j<=m; j +=J & (-]))
fenwick[i][]j] += val;

VHBep3HUM MMOCTYIIKOM JOOHMjaMO M CyMYy e/leMeHAaTa M3 MPABOyTraoHHKaA Yuje je
ropwe neBo Teme (1,1), a mome gecHo (x,y), ma CyMy W3 HEKOT ITPOU3BOJHHOT
VHTepBaJja 1o6ujamo popMyIOM U3 YBOJHOT NpUMepa.

long long getsum(int x, int y) {
long long sum = 0;
for (int i =x; 1i>0; i-=18& (-1))
for (int j =vy; J >0; j -=7 & (-3))
sum += fenwick[i][j];
return sum;

[la 6ucMo ce yBepwIu Jia He J0J1a3M A0 MpeKJanama UHTepBajla KOJ, payyHamwa
cyMe, Ha cienehoj CIMIY je TMPUKA3aHO KOjU HHTEPBAM Cy y CBAaKOM KOPaKy
ob0yxBaheHu Ko pauyHamwa npedrKCcHe cyMme YBOpa ca KoopauHartama (3,7).

@Gy | 12 | 13 | 14 (1,7) | (1,8)
21 | 22) | (23) | (24 2,7 2,8

G1) | 32) | 33 | (34 | (35 | 36 (3,8)
41 | 42) | 43) | 44 | 45 | 46) | 47 | 48

BpemeHncke cnoxeHoctu omnepauuja update u getsum cy O(log, N -log, M), na je
YKYITHa BpeMeHCKa C/I0KeHOCT mpuKasaHor anroputma O((NM + Q) - log, N - log, M).
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3.4. T'enepanusanuja npoo6naema range-update, range-query Ha
BUIIIE AVIMEeH3uje

YnuTu usmeHe MHTepBajia U U3padyyHaBawkha TPEeHYTHE BPeJHOCTHU je JHOT
eJleMeHTa Hu3a

[TorpebHOo je HampaButu mnomohHu HHM3 d y Kom he ce 4yyBaTu pasiuka
BpeJHOCTH ejJleMeHAaTa M3 IJIABHOT HU3a ca TPEHyTHe U MpeTxozHe mosunyje. Jlakie,
Hu3 ¢popmupamo y ciaoxenoctu O(N) momohy dopmyne: d; = a; — a;_,. Enemente
HHU3a a4 TPeKo ejeMeHaTta HU3a d Hamasumo no ciepehoj popmynm: aq; =Z§ii) d;.
JlonaBarwe BpegHOCTH X CBMM ejleMeHTHMa Ha IMOo3WLHjaMa M3 UHTepBana |[l,7]
MOXXE€MO M3BPIUUTH J0JABabeM BPEeJHOCTU X e/leMeHTY d; U BPeJHOCTH — X e/IEMEHTY
d,41. IlomwrTto HamM je HEONMXOZHO Ja TOC/Ie CBaKe HM3MeHe HHTepBaja eQpUKACHO
HAaJ/Ia3MMO TPEHYTHe BPEJHOCTH ejleMeHaTa Hu3a a, Mopamo omoryhutu epukacHo
pavyHame npepuKCcHUX cyMa Hu3a d, ma hemo Hag HU3oM d GoOpMHpPATH CETMEHTHO
vin PeHBUKOBO €Tab/10, a CBU yNIUTH M3MeHe HMHTepBasia ce, KopuinheweM Hu3a d
CBOJle Ha M3MeHe I0jeITMHAYHMX eleMeHaTa Koje n3BoauMo y ciaoxeHoctu 0 (log, N).

Youtu m3MeHe MHTEPBa/la U M3PadyHaBama CyMe ejleMeHara M3 HHTepBaja
(momohy ®enBuKoOBOr cTab/1a)

Weja je HewrTo Apyrauuja y ofHOCY Ha pellere ca cerMeHTHUM cTabia. Heka cy
CBe BpPeJHOCTH Ha TOYeTKy mnoctaBbeHe Ha 0. HakoH pmopaBama BpegHOCTH X
e/leMeHTHMa U3 uHTepBaia [l, r] npedukcHa cyma 3a enemeHT i ce padyHa o ciegehoj
dbopmyu:

0, i<l
prefix[i] =4 x(i — (- 1)), I<i<r
x(r—(-1)), i>r

Kao mrro Bugumo, oBy ¢popmysry MoXkeMO pa3ZBOjUTH Ha /iBa ZieIa: jeZlaH KOjH je
KOHCTAHTaH Y je]aH KOjU 3aBUCHU OF, i, TIa Mpo6/ieM MOXKeMO PeIUTH KopulrhemeM /Ba
denBrKoBa cTaba. 3a eo KOjU 3aBUCH Of | UJieja je CIMYHA Kao KO, IpUMepa rae je
6110 MOTPeOHO U3MEHUTU MHTEPBAI Y BPATUTH TOjeJUHAYHY BPEAHOCT: Y cTab1o biti
KOje je 33[y>KeHO 3a 3aBHCAH €0 0/IajeMO BPeJHOCT X Ha MOo3uuujy | 1 BpegHOCT - X
Ha mo3uuyjy r + 1. JIpyro crabno bitc 4yBa KOHCTaHTaH [Je0 HAa TaKaB Ha4yMH [Ja
yKyIHa npedrKCHA CyMa MOXKe Ja ce u3pavyHa o Gpopmyiu:

prefix[i] = i - getsum(biti, i) + getsum(bitc, i).

CpehuBamweMm jemHaumHa MOCTaje jacaH caApkaj crtabna bitc: eneMeHTy Ha
nosuuuju | Tpe6a gogatu BpeaHoct - x - (I — 1) (jep je npedukcHa cyma crabna biti Ha
NMO3UIWjU [ jefHaKa X, a 3a YKymHy npeduKcHy cyMy ce nobwja x - i ymecro x(i —
(I-1))), a enementy Ha mosuuuju r+ 1 Tpeba gomaTu BpemHOCT X - T (jep Ha
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nosunyjaMa Koje cy Behe on r mpedukcHa cyma us biti je jegHaka HynmH, npepUKCcHa
cyma u3 bitc je jemnaka - x - (I — 1), a pesynrar Tpe6a ga 6yge x(r — (I — 1))).

Kao urro Buanmo, pelerme ce cBeo Ha Kpeupamwe gBa PeHBUKOBa cTab/a U yKYITHO
YeTUPU M3MeHe IOjeJUHAYHMX e/leMeHaTa NMPU CBAKOM YIHUTY M3MeHe WHTepBajia U
pavyHama YyeTHupu npedpuKcHe cyMe IPU M3payvyHaBaky CyMe HEKOT MHTEPBaJIa.

void updaterange(int 1, int r, long long x) { long long getsumrange(int 1, int r) {
update(biti, 1, x); return r * getsum(biti, r)
update(biti, r + 1, -x); + getsum(bitc, r)
update(bitc, 1, -x * (1 - 1)); - (1 - 1) * getsum(biti, 1 - 1)
update(bitc, r + 1, x * (r - 1 + 1)); - getsum(bitc, 1 - 1);

} }

Youru uzmene HUHTEPBA/Ia 1 U3pavdyHaBalbd TPEHYTHE BPDEAHOCTHU je,Z[HOI'
€JIEME€HTAa ABOAMMEH3NOHA/THOI HU3a

[TorpebHO je [omaTM BpPeZHOCT X CBUM eJIeMEHTHMAa KOjU TPHUMNAZA]jy
IIPAaBOYTAaOHUKY 4Hje TOpie JIeBO U JI0We JeCHO TeMe MMajy KoopAauHaTe (Xi,Y;) U
(x2,y2). Kao u y jegHOmMMeH3HOHaHOM TpobieMy, UMaMo noMohHy mMartpuny d y
K0joj uyBaMo oaroBapajyhe pasmuke Ha cnesehm HauuH: d;; = a;; — @j_1; — ;-1 +
a;_1,j—1. VI3 mpeTxoane ¢popmyse U3BOAMMO [a BAXKU Oy, = Z:i’é}jg d; ;. Ilpo6nem ce
Cajla CBOAU HAa M3MeEHY IMOjeAMHAYHUX BPEJHOCTH M payyHamwe NpepUKCHUX cyma y
Matpuuu. Jlakne, camo je morpebHO ¢opmupaTH ABOAMMEH3HMOHANMHO PeHBHKOBO
cTabyi0 Haj, BpegHOCTMMA MaTpuie d W padyHatu oarosapajyhe mpeduxcHe cyme.
Ynutu usMmeHe ce CcBOJe Ha JoJaBame BPeJHOCTU X e/leMeHTHMa ca KOOpAWHaTaMa
(x1,y1) n (x, +1,y, + 1) u BpegHOCTH - X eJleMeHTHMA ca KoopauHaTama (x, + 1,y;)

nu (xl,yz + 1)

Youtn m3smeHe HUHTEPBA/JIda U HU3PaYyHaBalba CyM€ €/I€EM€HaTa M3 UHTEPBAJa

ABOANMMEH3HOHA/THOT HHU3a

3a moueTak, aHAa/JMU3UPAjMO BPEeIHOCTHU NPePUKCHHUX CyMa HAKOH [0JaBama
BPeHOCTU V eJleMeHTHMa MoAMaTpHlie OrpaHUYeHe TauKaMa (x1,Y,) U (X3, ¥2).

( 0, I<xywmj<y,
' vi—x+1D)(G -y, +1), X <Ii<xuy;<j<y,
prefix[i,j] = 4 vi—-x+ D, —y1+1), X1 <I<xU >y,
| v, —x,+ DG -y, + 1), i>x,uy, <j<y,
v(x; —x1 + D2 —y1 + 1), I>Xx0]>Y,
W3 npetrxozHe popmyie 3aK/bydyjeMo ga y npepUKCHUM CyMama UMamo JejioBe
KOjH 3aBUCe caMO O/ [, CaMO 07, j, ofi, TIPOU3BO/iA ij, KA0 Y KOHCTAHTAaH /eo0. Y CcKIaZy ca
M, popmupahemo derrpu PenBukoBa crabia, a KoHayaH pesynrar prefix[i,j]
jeHaK je getsum(bitij,i,j) - i-j+ getsum(biti,i,j) - i + getsum(bitj,i,j) - j +
getsum(bitc, i, j).
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3a u3MeHe BpPeJHOCTH Yy CBAaKOM of cTabaja, 3HAa4YajHe Cy YETUPHU TadKe
A(x1,y1), B(xy +1,y1), C(x1,y2,+1) u D(x; +1,y,+1). Y crabny bitij momajemo
BpeAHOCT v Taykama A v D v BpepHOCT - v Taykama B u C. Y cTabny biti Tpeba nogatu
BpegHocT V(—y; + 1) Taukama A u D u BpegHocT -v(—Yy; +1) Taukama B u C gma
OGMCMO 33I0BOJBHIIU YCIIOB X1 < i < X, Yy < j < y,. MeljyTum, unaH i ce camocTanHo
nojaBsbyje 1 y GOPMY/IM KOja BaXKM IPHU YC/IOBY Xy < i < X, U j > y,, a y crabo biti
tpeba gomatu v(y, —y; + 1) Tauku C u BpeaHocT —v(y, — ¥, + 1) Tauku D. AHanuza
ctabna bitj je mormyHo aHaznorHa. Y crabny bitc morpebHo je gojaTu:
Tauku A BpegHOCT: v(—Xx1 + 1)(—y; + 1),
tauku C BpegHocT: —v(—x; + D)(—=y; + 1) +v(—x; + Dy, —y1 + 1),
tauku B Bpegnoct: —v(—x; + 1)(—y; + 1) + v(—=y; + D(x; — x; + 1),
tauku D BpeguocT: v(—x; + D(—y; + 1) —v(—x; + Dy, —y1 + 1) —v(=y; + D (x, —
x1+D+vl—x+D@—-y+1).

I'eHepanu3anyja Ha Bullle JUMeH3Hje

HakoH [erTa/pbHO ONMCAaHOTI MOCTYNKAa H3Bohemwa CBUX KOpaKa aXypHpama
VHTepBajia KOJ, ABOJUMEH3MOHAa/THOT cTabJia, MOCTaje jacHo Ja je mpobieM range
update, range query, nomohy ®eHBuKoBor crabia, moryhe jeJHOCTaBHO MPOIIUPUTH U
Ha Behe guMeH3Wje. AHa/IM3MPAjMO CIOXKEHOCT OMINTEr C/y4aja, d-AUMEH3UOHATHOT
denBukoBor crabna. Bugenn cmo ga cy Kop jeIHOOUMeEH3HMOHATHOT mpobiieMa Owia
HeOIIXOZHA JBa jeAHOAMMeH3MOHaTHa PeHBUKOBA cTab1a, a KoJ, JBOANMEH3HOHATHOT
npo6jieMa YeTupu ABoguMeH3noHaiHa PeHBrKoBa ctaba. [Ipumerumo ciepehe: 6poj
norpe6HNx QPeHBUKOBMX cTabasa 3aBUCH HCK/BYYHMBO OJf TOra KOJIMKO HMMaMo
Pa3/IMUNATHX JMHEapHUX KOMOMHaluja Koje Mory (OpMHpaTH KoopauHaTe u3 d
OVIMeH3Mja, MAOK [JUMEH3HMOHAJHOCT caMux crabaza ce Mopa MOAyJApaTd ca
OVIMeH3HWjoM MpobyeMa Koju pemaBamo. OpaTie ce /IaKO M3BOLM 3aK/bY4aK Ja je
HeonxozaHo 2% d-gumensuonanaux ®ensukoBux crabana. OBo TBpheme ce Apyrauuje
MO)Xe JI0Ka3aTH IMPUHIIMIIOM MaTeMaTH4Ke WHAYKLMje. 3a N3MeHy BPeJHOCTHU CBAKOT
d-puMeHsuoHanHor cTabna HeomxozHo je O((log,n)%) BpemeHa, Ma je yKyTHa
BpEeMEeHCKa CJIOKEHOCT HEeKOr yNHUTa HM3MeHe WIM H3payvyHaBama BpPEeJHOCTH Ha

MHTepBany d-JuMeH3HoHaTHOT Hu3a jefHaka 0 ((2 - log, n)4).

Pewrere oBor nmpo6sieMa je BeoMa 3Ha4ajHO ¢ 063UPOM Ha TO Jjla HEMaMoO Jipyre
edprKacHUje CTPYKType 3a pellaBarbe OBaKBUX C/IOKEHWjUX YIUTa  Haj,
BULIEMMEH3MOHAJIHUM HHU30BUMa. Mo)ke ce TOKasaTH U [Ja je TEeXHUKY Jieme
npornaranyje Koj, BULIeJUMeH3HMOHAaHUX CerMeHTHHMX cTabana moryhe mckopuctut
CaMo HAJ, jeAHOM JUMeH3HjoM Tor cTabia, ma ce mMokasyje ja je 3a mpobieme Behmx
auMeH3uja PeHBUKOBO CTabJI0 Aa/IeKO OTOIHHj€e OJf CETMEHTHOT.
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4. 3axk/py4ak

Teme oG6yxBahene oBuM pagoM cy HajBulle OpHjeHTHMCaHE Ka TAaKMHYapCKOM
IporpamMHupamy M BepyjeM za Ou pas Morao ga Oyje oj KOPHUCTH YYeHHIMMa KOju
Tpeba MJa Cce YIO3HAajy Ca OBMM CTPYKTypama Koje Cy BeOMa 3acCTyIUbeHe Ha
TaKMHU4Ye’mHUMa. AKO je HeKOMe OBaj paji yIpaBO M IOCAYXHO y Ty CBPXY, BaO)XHO je
HAIJIaCUTH Jla Ceé HUKAKO Ha TOMe He Tpeba 3ayCTaBUTH — IOCTOjH BEJIMKH OPOj M3BOpa
noMohy KOjuX ce MO)Xe yCcaBpIIaBaTH 3Hale TAaKMUYAPCKOT NTpOrpaMypama U CMaTpaM
Ja CBaKo Mo)Xe cebu mpoHahu oHaj Koju My HajBuiue oxromapa. Llum mu je 6uo ma
00yxBaTHM 3HA4ajHUje Heje Koje ce MpOBave y 33JanuMa U3 oBe 00JIacTH, JOK je y
APYroM Jeiy paja aKleHaT OMo Ha BHUIIeJUMEH3WOHA/IHUM Ipo6eMHMa KOju HHUCY
TOJIMKO 3aCTYIUb€HU Ha TaKMH4YeHHMa, Beh oHM Bumle mory Hahu npumMeny y Hekum
OpyruM o0JlacTHMaA, Kao IITO je U HaBeJeHO y yBogy. OcuM Tora, jelaH off LIM/beBa je
6MO0 ¥ TpPUKA3aTH WTO BuUlle 0ocoOMHA PeHBUKOBOr cTabsa Koja y KOMOWHALUjU
OOWYHO [Jajy pelleme jeJHaKe WIM YaK U 0O0/be CIOXEHOCTU OJi CerMeHTHHX.
[IpukasaHo je u ma ce PeHBHUKOBO €Tab/I0 MOXXe KOPHUCTHUTH U 3a Ollepalnyje MOMyT
MMHHMYMaQ, a CMaTpaM /A je Taj IpUMep BeoMa KOPUCTAH jep je MOKa3aHO Ja CBaka
CTPYKTYpa MO)Xe AT BHIlIe TPMMeHaA OJ], OHOTa 3a IITa je MPBOOUTHO HaMemweHa. Mako
MOX/IQa HeMa MPAaKTUYHY IPUMeEHY jep Y Ty CBPXY YBeK MO)XXeMO KOPHUCTUTHU CerMeHTHO
cTa6J10, MUC/IM /I YIIPaBO aHA/IM3a TAKBUX MTPHMepa HajBUILe JOIPHUHOCH OTKPUBAKbY
HOBHX epUKaCHUjUX aJITOPUTaMa U CTPYKTypa.

Ha kpajy 6ux >xeneo jga ce 3axBanmuMm npodecopku CHexanu Jennh 360r mpyxeHe
NOJpIIKe NMPU M3PaAM paja, aau mpe cBera 36or mweHe nocBeheHocTy mpuaMKom
IpUIIpEMe YacoBa Y BEJIMKOT YTHILIdja Ha TO /Ia CTEKHEM A00pe OCHOBE MPOrpaMHUpPamba
3a JBe roJuHe M Ja 33 TO BpeMe 3aBOJIMM IIpOorpaMMpame W HAaCTaBUM Jajbe
CaMOCTAJIHO JIa UCTPAXKyjeM U HarmpeAyjeM Y TAKMHU4YapCKOM IIPOrpaMupamy. 3axBaanuo
6uX ce M ocTasuM npodecoprMa HHGOPMATUYKUX U MAaTEMATUYKUX TpPeJMeTa KOju Cy
MU TpejaBasyd M OMOryhMmiu a CTeKHEM pa3/IMyuMTa 3HAala M 3avHTepecyjeM ce 3a
pa3He 06/1acTH MaTeMaTHKe U MHPOpPMATHKe.
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